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本 书 系统 介绍 了 数字 信号 处 理 的 基本 理论 和 方法 ， 对 现代 数字 信号 处 
理 的 基本 概念 及 主要 方法 进行 了 简明 而 严谨 的 介绍 。 主 要 内 容 包括 : 数字 
证 号 处 理 系 统 的 基本 组 成 ， 离 散 信 号 和 离散 系统 ，z 变换 ， 线 性 时 不 变 离 
散 系 统 的 变换 域 分 析 ， 数 字 滤 波 器 设计 ， 离 散 传 里 叶 变换 及 快速 算法 ， 信 
号 处 理 中 的 其 他 常用 正 交 变换 ， 随 机 信号 处 理 ， 功 率 谱 估计 ， 非 平稳 信和 号 
的 时 频 分 析 和 人 小波 分 析 初步 等 。 

本 书 对 于 随机 信号 分 析 、 现 代 谱 分 析 、 维 纳 滤波 、 时 频 分 析 和 小 波 分 
析 等 现代 信号 处 理 的 基本 概念 和 方法 ， 进 行 了 较为 系统 的 介绍 ， 便 于 读者 
在 熟悉 数字 信和 号 处 理 基 本 理论 的 基础 上 ， 了 解 现代 信号 处 理 的 方法 ， 便 于 
在 相关 研究 领域 中 ， 尽 快 深入 到 研究 工作 中 去 。 

本 书 可 作为 控制 科学 与 工程 、 测 试 科学 与 技术 、 电 气 工程 等 学 科研 究 
生 数 字 信 和 号 处 理 课程 的 参考 教材 ， 也 可 作为 电子 信息 工程 、 通 信 工 程 、 自 
动 化 、 测 控 技 术 等 本 科 专 业 数 字 信 号 处 理 课程 的 教学 参考 书 ， 对 高 校 教师 
和 工程 技术 人 员 ， 本 书 也 有 和 较 好 的 参考 价值 。 
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第 1 剖 绪 论 


当前 的 社会 是 一 个 信息 社会 ， 人 们 利用 信息 来 了 解 客观 事物 的 现象 ， 探 索 其 规律 ， 控 制 
和 利用 能 源 。 信 号 是 信息 的 重要 载体 ， 通 过 对 信号 的 采集 、 变 换 、 运 算 等 加 工 处 理 ， 可 以 了 
解 信号 所 包含 的 信息 。 近 几 十 年 来 随 着 计算 机 技术 和 微 电 子 技术 的 发 展 ， 数 字 信 和 号 处 理 方法 
和 技术 的 重要 性 日 益 显著 ， 目 前 在 语音 与 数据 通信 、 图 像 传输 、 电 子 仪器 、 生 物 医学 工程 、 
雷达 、 机 天 人 控制 、 日 用 电子 产品 等 方面 获得 了 广泛 的 应 用 。 

数字 信号 处 理 目 前 已 经 形成 一 个 具有 坚实 的 理论 基础 、 理 论 与 算法 并 重 、 与 其 他 应 用 学 
科 相 互 渗透 、 具 有 劲 勃 生机 的 新 兴学 科 。 可 以 这 么 说 ,信号 处 理 几乎 涉及 所 有 的 工程 技术 领 
域 。 因 此 ， 数 字 信 号 处 理 的 理论 不 但 为 电子 信息 及 通信 类 专业 作为 必 备 的 学 科 基 础 ， 而 且 也 
被 测控 技术 、 计 算 机 应 用 、 自 动 化 、 电 气 工 程 、 机 械 电子 、 生 物 医学 工程 等 专业 作为 重要 的 
专业 基础 之 一 。 

本 章 介绍 数字 信号 处 理 的 一 些 基本 概念 ， 对 其 应 用 和 发 展 做 简明 的 叙述 。 


1.1 数字 信号 处 理 


所 谓 信号 处 理 ， 就 是 对 通过 观测 得 到 的 各 类 物理 信号 (或 数据 ) 根据 一 定 要 求 进行 变 
换 或 运算 等 加 工 处 理 ， 以 满足 工程 技术 领域 或 其 他 实际 要 求 。 例 如 滤波 、 调 制 、 解 调 、 均 
衡 、 信 号 特征 提取 等 都 是 常见 的 信号 处 理 类 型 。 

20 世纪 60 年 代 以 前 ， 信 号 处 理 一 般 采 取 模 拟 技 术 ， 最 常见 的 信号 处 理 系统 是 各 类 滤波 
器 。 模 拟 系统 信号 处 理 是 实时 的 ， 但 信号 处 理 类 型 受到 限制 ， 易 受 噪 声 影响 ， 精 度 较 差 。 

随 着 数字 计算 机 和 微 电 子 技术 的 发 展 ， 数 字 信 和 号 处 理 技 术 应 运 而 生 。 所 谓 数字 信和 号 处 理 
(Digital Signal Processing) ， 就 是 采用 数字 系统 对 信和 号 进行 处 理 ， 这 使 得 信号 处 理 领 域 发 生 了 
革命 性 的 变化 。 


1.1.1 数字 信号 处 理 系 统 的 基本 组 成 


图 1-1 是 一 个 采用 数字 系统 进行 信号 处 理 的 示意 图 。x, (1) 为 待 处 理 模 拟 信号 ，y, (1t) 
为 处 理 后 的 模拟 信号 。 为 了 便于 处 理 ， 首 先 要 通过 预 滤波 将 x, (1) 的 频谱 限制 在 一 定 的 频 
率 范围 ， 以 便 可 以 选择 合适 的 采样 频率 。 模 - 数 (A-D) 转换 器 的 作用 是 将 连续 的 模拟 信号 
进行 采样 ， 并 以 一 定 的 精度 量化 为 离散 的 数字 信号 。 该 离散 信号 按 一 定 的 算法 进行 处 理 后 ， 
得 到 待 输出 的 数字 信号 。 这 个 信号 经 过 D -A 转换 后 ， 变 为 阶梯 形式 的 模拟 信号 。 对 阶梯 形 
式 的 模拟 信号 进行 平滑 滤波 后 ， 最 终 得 到 处 理 后 的 模拟 信号 y, (1) 。 






































图 1-1 数字 系统 进行 信号 处 理 示 意图 
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在 图 1-1 所 示 系 统 中 ， 数 字 信 号 处 理 是 系统 的 核心 部 分 。 数 字 信 号 处 理 的 过 程 就 是 利用 
计算 机 或 专用 数字 系统 采用 一 定 的 数值 算法 对 数字 信号 进行 加 工 或 变换 ， 例 如 卷 积 运算 、 特 
征 值 估计、 识别 等 。 应 当 注 意 的 是 ， 离 散 信号 与 数字 信号 具有 不 同 的 含义 。 离 散 信 号 在 时 间 
自 变量 取 值 为 离散 值 ， 在 信和 号 幅 值 上 是 连续 的 。 而 数字 信和 号 在 时 间 上 是 离散 的 ， 在 信和 号 幅 值 
取 值 上 是 以 有 限 精 度 离散 量化 值 来 表示 的 。 不 过 ， 目 前 在 信号 处 理 的 文献 和 教科 书 中 ， 离 散 
言 号 处 理 和 数字 信和 号 处 理 这 两 个 术语 往往 是 通用 的 。 


1.1.2 数字 信号 处 理 的 优点 


数字 信号 处 理 系统 中 由 于 采用 了 以 计算 机 为 核心 的 数字 系统 ， 所 以 具有 一 系列 明显 的 
优点 。 

首先 是 系统 的 抗 干扰 能 力 强 。 模 拟 信号 处 理 系统 对 各 类 噪声 比较 敏感 ， 特 别 是 系统 中 出 
现 脉 冲 干扰 时 ， 系 统 的 输出 会 出 现 偏差 ， 可 能 导致 错误 的 结果 。 而 数字 系统 对 于 脉冲 干扰 具 
有 较 强 的 抗 干扰 能 力 ， 在 多 数 情况 下 可 以 有 效 排除 干扰 的 影响 ， 不 影响 系统 处 理 的 结果 。 

其 次 是 数字 信号 处 理 系 统 可 以 达到 比较 高 的 处 理 精度 ， 尽 管 从 理论 上 说 ,模拟 信号 处 理 
系统 可 以 达到 任意 设计 的 处 理 精 度 ， 但 是 由 于 模拟 电子 器 件 的 参数 离散 性 及 元 件 生 产 存 在 的 
容 差 ， 使 得 理论 设计 的 系统 和 实际 实现 的 系统 有 比较 大 的 区 别 ， 从 而 使 得 系统 处 理 的 信号 精 
度 受 到 影响 。 数 字 信 号 处 理 系 统 的 精度 取决 于 A -D 转换 的 字 长 ， 一 般 可 比 模拟 系统 高 1 ~2 
个 数量 级 。 

模拟 信号 处 理 系统 一 旦 设计 制作 完成 ， 系 统 的 功能 就 唯一 确定 ， 即 使 稍稍 改变 系统 的 功 
能 ， 也 需要 重新 设计 制作 系统 。 而 数字 信和 号 处 理 系统 具有 高 度 的 灵活 性 ， 系 统 的 性 能 可 由 软 
件 编程 改变 ， 不 但 可 以 实现 类 似 于 模拟 系统 的 数字 滤波 器 ， 而 且 可 以 实现 现代 谱 估 计 、 自 适 
应 滤波 等 复杂 的 信息 处 理 过 程 。 

数字 信和 号 处 理 系统 还 具有 易于 集成 、 利 于 小 型 化 的 特点 ， 因 此 可 以 嵌入 到 现代 仪器 仪表 
中 ， 构 成 智能 化 仪器 仪表 。 


1.2 数字 信号 处 理 研究 的 内 容 


随 着 微 电 子 技术 和 计算 机 技术 的 发 展 ， 数 字 信 号 处 理 已 经 成 为 具有 坚实 理论 基础 、 应 用 
领域 极为 广泛 的 新 兴学 科 。 本 节 简 单 介绍 数字 信号 处 理学 科 的 主要 研究 内 容 。 


1.2.1 离散 线性 系统 的 基本 理论 


数字 信和 号 处 理 的 学 科 理 论 基础 是 离散 系统 理论 ， 特 别 是 离散 线性 系统 的 理论 。 离 散 系统 
的 理论 包含 离散 信号 的 分 析 和 离散 系统 的 分 析 。 离 散 信号 分 析 的 内 容 主 要 包含 信号 的 描述 与 
运算 ， 信 号 的 变换 ， 信 号 在 不 同 域 〈( 例 如 频 域 、z 域 ) 的 特征 及 分 析 等 。 离 散 线 性 系统 理论 
主要 包含 系统 的 描述 、 离 散 线性 系统 的 模拟 、 离 散 线性 系统 的 基本 性 质 、 离 散 线性 系统 的 时 
域 分 析 、 离 散 线 性 系统 的 系统 函数 与 频率 特性 、 离 散 线性 系统 的 稳定 性 等 方面 的 内 容 。 离 散 
系统 的 基本 分 析 方 法 和 连续 系统 的 分 析 方 法 在 许多 方面 具有 并 行 的 相似 性 。 例 如 差分 方程 描 
述 离散 系统 对 应 于 微分 方程 描述 连续 系统 ; 采用 卷 积 和 计算 离散 线性 系统 的 零 状 态 响 应 对 应 
于 采用 卷 积 积分 计算 连续 线性 系统 的 零 状态 响应 ; 采用 z 变换 和 离散 信号 傅 里 叶 变换 研究 离 
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散 线 性 系统 的 方法 和 采用 拉 普 拉 斯 变换 和 连续 信号 傅 里 叶 变换 研究 连续 线性 系统 的 方法 也 有 
某 种 对 应 的 关系 。 然 而 离散 系统 理论 和 连续 系统 理论 仍然 具有 某 些 重要 的 差别 ， 使 得 离散 系 
统 理论 体现 出 某 些 特殊 的 特性 。 


1.2.2 信号 的 离散 正 交 变换 及 快速 算法 


一 个 具体 的 信号 可 以 看 作 是 信号 空间 中 的 一 个 向 量 。 如 同 某 一 空间 中 的 任 一 向 量 在 直角 
坐标 系 可 以 分 解 为 该 空间 正 交 向 量 的 组 合 那 样 ， 任 意 一 个 信号 也 可 以 看 作 是 信号 空间 中 若干 
正 交 信号 向 量 的 组 合 。 若 任意 一 个 信号 总 可 以 采用 一 组 正 交 信和 号 向 量 组 合 来 表示 ， 这 种 表示 
方式 就 称 为 信号 的 正 交 分 解 ， 也 称 为 正 交 变换 。 为 了 研究 信号 的 性 质 ， 需 要 对 信和 号 进行 正 交 
变换 。 离 散 傅 里 叶 变 换 、 离 散 正弦 变换 、 离 散 余弦 变换 等 都 是 离散 信号 的 常见 正 交 变换 ， 这 
些 变 换 的 性 质 、 特 点 及 计算 都 是 人 们 关注 的 问题 。 快 速算 法 是 指 采 用 计算 机 实现 离散 正 交 变 
换 的 高 效 算法 ， 各 种 快速 算法 的 提出 使 得 数字 信号 处 理 理 论 应 用 的 广度 和 深度 都 日 益 扩展 。 
可 以 这 么 说 ， 数 字 信 号 处 理学 科 的 发 展 与 算法 的 进展 密 不 可 分 。 


1.2.3 数字 滤波 器 的 设计 


滤波 就 是 在 频 域 中 将 信号 中 不 需要 的 频率 分 量 有 效 消除 而 保留 所 需要 的 频率 分 量 。 模 拟 
滤波 器 是 采用 模拟 电子 器 件 设计 而 形成 的 具有 滤波 功能 的 电子 系统 ， 数 字 滤 波 器 则 采用 离散 
系统 对 离散 信号 在 频 域 中 实现 滤波 的 功能 。 数 字 滤 波 器 在 本 质 上 是 对 输入 离散 信号 按 一 定 的 
方式 对 信号 进行 变换 ， 而 得 到 所 需要 的 输出 离散 信号 。 数 字 滤 波 器 从 实现 方法 上 可 以 分 为 无 
限 冲 激 响 应 滤波 器 (IIR) 和 有 限 冲 激 响应 滤波 器 (FIR) 。 无 限 冲 激 响应 滤波 器 的 设计 一 般 
以 模拟 滤波 器 的 理论 为 基础 ， 根 据 模拟 滤波 器 的 系统 函数 ， 按 照 一 定 规则 进行 转换 得 到 数字 
滤波 器 的 系统 函数 。 有 限 冲 激 响应 滤波 器 的 设计 建立 在 对 理想 滤波 器 进行 某 种 近似 的 基础 
上 ， 主 要 有 窗 函 数 法 、 频 率 抽样 法 及 最 佳 一 致 通 近 法 等 。 有 限 冲 激 响 应 滤波 器 的 优点 是 系统 
总 能 保证 稳定 性 ， 并 且 易 实现 线性 相位 。 数 字 滤 波 器 的 设计 已 经 成 为 初等 数字 信号 处 理 课程 
的 基本 内 容 之 一 。 


1.2.4 随机 信号 的 处 理 


在 信号 处 理 领域 (例如 语音 信号 处 理 、 生 物 医 学 信号 处 理 、 雷 达 信 号 处 理 等 ) 中 所 涉 
及 的 信号 多 数 为 随机 信号 。 随 机 信号 的 处 理 是 现代 信号 处 理 理论 的 研究 热点 和 重点 领域 。 随 
机 信号 可 分 为 平稳 信号 和 非 平 稳 信 号 。 对 平稳 信号 ， 需 要 分 析 信号 的 相关 函数 及 功率 谱 ， 以 
对 信号 的 特征 进行 分 析 。 信 号 的 相关 函数 或 谱 分 析 需 要 了 解 足够 多 的 样本 信和 号， 即使 对 于 各 
态 遍 历 的 平稳 信号 ， 也 需要 了 解 所 有 时 刻 信号 的 观测 值 。 由 于 只 能 得 到 有 限 个 信号 的 观测 
值 ， 因 而 产生 了 由 有 限 数据 进行 相关 函数 及 功率 谱 的 估计 问 题 。 而 现代 谱 估 计 是 数字 信号 处 
理 研究 中 最 为 活跃 的 领域 之 一 。 对 于 非 平稳 信号 ， 其 频率 特性 随时 间 变 化 ， 需 要 分 析 信和 号 的 
时 频 特 性 。 非 平稳 信号 的 时 频 分 析 、 小 波 分 析 是 现代 信号 处 理 研 究 中 最 为 活跃 的 领域 之 一 ， 
已 经 取得 很 多 成 果 ， 并 应 用 到 信和 号 处 理 实际 中 。 


1.2.5 连续 信号 的 采集 与 重 构 
在 数字 信号 处 理 的 应 用 中 ， 往 往 是 对 连续 信号 进行 采样 后 再 处 理 ， 最 后 将 处 理 好 的 离散 
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信号 恢复 为 连续 信号 。 因 此 需要 研究 连续 信和 号 的 采集 与 重 构 方法 。 信 和 号 采集 要 研究 的 主要 问 
题 是 如 何 使 抽样 信号 保持 原 连 续 信号 的 全 部 频谱 信息 ， 量 化 误差 分 析 。 信 和 号 的 重 构 实际 是 根 
据 离 散 信号 进行 内 搬 以 恢复 对 应 的 连续 信号 ， 其 理想 重 构 是 采用 理想 滤波 天 来 实现 。 其 他 如 
A-D、D-A 技 术 ,， 多 抽样 率 等 也 是 信号 采集 与 重 构 所 关心 的 基本 问题 。 


1.3 数字 信号 处 理 的 应 用 


数字 信号 处 理 技术 现在 已 广泛 应 用 于 通信 、 雷 达 、 电 子 测量 与 仪器 、 语 音 与 图 像 处 理 、 
音频 和 视频 、 生 物 医学 工程 、 工 业 控 制 、 汽 车 、 机 器 人 控制 等 多 个 领域 。 下 面 简要 介绍 数字 
诗 号 处 理 的 一 些 典型 应 用 。 


1.3.1 电子 测量 与 仪器 


电子 测量 与 仪 咒 是 数字 信和 号 处 理 广泛 应 用 的 领域 之 一 ， 频 谱 分 析 仪 是 其 中 的 典型 代表 。 
频谱 分 析 仪 是 一 个 实时 信号 处 理 系 统 ， 它 以 硬件 实现 的 实时 FFT 为 核心 ， 可 以 实现 离散 傅 
里 叶 变 换 和 反 变换 、 卷 积 、 相 关 函 数 、 功 率 谱 等 实时 运算 功能 ， 为 现代 科学 研究 和 信号 处 理 
提供 了 很 好 的 工具 。 随 着 数字 信号 处 理 芯 片 (DSP) 的 飞速 发 展 ， 越 来 越 多 的 电子 仪器 舰 入 
了 信号 处 理 功 能 ， 形 成 智能 电子 仪 占 ， 例 如 数字 滤波 右 、 智 能 示 波 絮 、 瞬 态 分 析 、 模 式 匹 
配 、 函 数 发 生 器 、 逻 辑 分 析 仪 、 信 令 分 析 仪 等 。 


1.3.2 现代 通信 


现代 通信 中 大 量 应 用 了 基于 数字 信号 处 理 的 相关 技术 。 例 如 数字 处 理 接收 机 ， 具 有 滤 
波 、 解 调 、 工 作 方 式 选择 (调幅 、 单 边 带 、 调 频 、 数 据 通信 等 ) 等 功能 ;PCM 通信 中 的 处 
理 与 变换 ， 时 分 复 用 与 频 分 复 用 的 数字 化 接口 都 可 以 利用 数字 信号 处 理 技术 实时 实现 。 数 字 
信号 人 处理 技术 还 广泛 应 用 于 数据 加 密 、 回 波 抵消 、 视 频 会 议 、IP 电话 和 数字 广播 中 。 


1.3.3 语音 与 图 像 处 理 


语音 与 图 像 处 理 是 数字 信和 号 处 理应 用 最 活跃 的 领域 之 一 。 语 音 处 理 中 的 语音 增强 、 语 音 
识别 、 语 音 合成 、 文 本 /语音 交换 等 ， 或 从 输入 信号 中 提取 有 用 信息 ， 或 是 为 了 解释 信号 ， 
为 最 终 能 进行 信号 解释 的 智能 处 理 系统 提供 一 个 信号 预 处 理 。 图 像 处 理 涉及 摄影 图 像 、 气 象 
图 像 、 地 质 勘探 图 像 、 医 疗 图 像 、 动 画 和 数字 地 图 等 。 其 目的 是 为 了 提高 图 像 质 量 ， 或 进行 
提取 特征 ， 或 进行 压缩 以 便于 传输 ， 或 为 了 进行 模式 识别 ， 主 要 内 容 有 图 像 增强 、 图 像 复 
原 、 图 像 重建 、 图 像 压缩 编码 、 图 像 识 别 和 图 像 传输 等 。 


1.3.4 生物 医学 信号 处 理 


现代 医学 中 需要 面 对 大 量 的 医学 信号 处 理 问 题 ， 例 如 脑 电信 号 、 心 电信 号 、 肌 电信 号 、 
视觉 信号 和 医用 图 像 处 理 等 ， 它 们 是 对 人 体 进行 诊断 、 监 护 和 治疗 的 重要 依据 。 生 物 信号 是 
一 类 比较 复杂 的 随机 信号 ， 具 有 信和 号 弱 、 非 平稳 性 、 噪 声 背景 强 的 特点 ， 需 要 采用 先进 的 信 
号 处 理 方法 ,例如 相关 技术 、 谱 估计 、 相 干 平均 、 最 优 线性 滤波 和 自 适应 滤波 等 。 近 年 来 ， 
时 频 分 析 、 小 波 变换 也 应 用 到 生物 医学 信号 处 理 中 。 



















































































1.3.5 控制 及 自动 化 


在 控制 工程 中 ,会 遇 到 大 量 的 信号 处 理 问题 ， 维 纳 滤波 、 卡 尔 曼 滤 波 等 被 应 用 于 对 随机 
言 号 的 波形 特征 、 信 和 号 状态 进行 估计 。 近 年 来 ，DSP 技术 也 在 自动 化 领域 及 控制 领域 获得 广 
泛 应 用 ， 例 如 磁盘 驱动 控制 、 打 印 机 控制 、 伺 服 电动 机 控制 、 汽 车 发 动机 控制 、 机 融 人 控制 
和 电力 系统 控制 等 。 


1.4 数字 信号 处 理 理论 发 展 的 历史 回顾 


数字 信和 号 处 理 的 理论 基础 是 离散 系统 理论 ， 而 离散 系统 理论 和 方法 在 17 ~ 18 世纪 就 已 
经 萌芽 。 例 如 微 积分 的 数值 解法 ， 有 限 差 分 、 内 插 公式 等 ， 都 是 经 典 的 数值 分 析 方 法 ， 这 些 
方法 可 以 认为 是 离散 系统 分 析 方 法 的 先驱 。1805 年 ， 高 斯 发 现 了 和 人 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 
相近 的 原理 ， 而 这 时 全 里 叶 分 析 方 法 还 没有 提出 。 

随 着 连续 线性 系统 理论 的 发 展 及 其 应 用 的 进展 ， 离 散 系统 的 理论 也 在 平行 地 得 到 发 展 ， 
尽管 离散 系统 的 分 析 方 法 如 差分 方程 的 求解 、z 变换 理论 及 其 在 离散 系统 中 的 应 用 、 离 散 系 
统 的 频 域 分 析 及 离散 传 里 叶 变 换 理 论 等 已 经 构成 离散 系统 的 理论 框架 ,但 是 在 计算 机 产生 之 
前 ， 这 些 方法 并 未 实际 应 用 于 信号 处 理 领 域 中 。 直 到 20 世纪 50 年 代 初 ， 信 号 处 理 还 是 主要 
采用 模拟 电子 系统 完成 的 。 随 着 计算 机 的 出 现 ， 到 了 20 世纪 50 ~ 60 年 代 ， 计 算 机 开始 应 用 
于 离线 信号 处 理 ， 例 如 贝尔 实验 室 的 声 码 器 仿真 。 信 和 号 处 理 的 应 用 也 大 大 推动 了 离散 系统 理 
论 的 发 展 ， 不 过 ， 受 到 计算 机 系统 结构 及 运算 速度 的 限制 ， 信 和 号 处 理 一 般 无 法 实时 进行 。 即 
使 如 此 ， 由 于 计算 机 可 以 实现 更 加 复杂 的 算法 ， 因 此 数字 信和 号 处 理 比 模拟 信号 处 理 具有 更 大 
的 优越 性 。 

1965 年 ，Cooley 、Tukey 发 现 了 快速 全 里 叶 变换 (FFT) 算法 ， 这 种 高 效 算法 使 得 进行 
离散 传 里 叶 变 换 的 计算 时 间 减 少 了 几 个 数量 级 ， 大 大 提高 了 信号 处 理 的 速度 。 同 时 ， 由 于 大 
规模 集成 电路 的 发 展 ， 使 得 FFT 可 以 采用 专用 数字 硬件 系统 实现 。 以 上 这 些 使 得 数字 信号 
处 理 走 向 真正 的 实时 应 用 ， 相 关 理论 、 算 法 飞速 发 展 ， 迅 速 形成 数字 信和 号 处 理 这 个 学 科 。 

20 世纪 70 年 代 以 来 ， 集 成 电路 技术 的 发 展 ， 使 数字 信号 处 理 技术 在 通信 、 智 能 仪表 、 
视频 、 控 制 、 生 物 医学 方面 得 到 广泛 应 用 。80 年 代 以 来 ， 信 和 号 处 理 理论 和 方法 继续 向 非 平 
稳 、 非 高 斯 信号 处 理 的 领域 发 展 ， 自 适应 滤波 、 时 频 分 析 、 小 波 变换 、 多 抽样 率 信号 处 理 、 
现代 谱 估 计 、 高 阶 统 计量 分 析 等 理论 和 方法 的 提出 使 得 信号 处 理 理论 的 深度 和 广度 进一步 扩 
大 ， 应 用 领域 进一步 扩 宽 ， 几 乎 涉及 所 有 工程 领域 。 

数字 信和 号 处 理 以 数值 分 析 、 概 率 统 计 、 复 变 函 数理 论 、 随 机 过 程 等 作为 基本 工具 ， 以 离 
散 信号 与 系统 的 理论 作为 其 理论 基础 ， 其 算法 的 实现 与 计算 机 科学 及 微 电 子 技术 的 发 展 密切 
相关 ， 其 应 用 和 发 展 又 成 为 现代 控制 、 现 代 通信 、 人 工 智 能 、 模 式 识 别 等 新 兴学 科 的 应 用 基 
础 之 一 ， 成 为 理论 与 实践 并 重 、 在 现代 科学 技术 领域 中 占有 重要 地 位 的 新 兴学 科 。 
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信和 号 通常 是 一 个 自 变量 或 几 个 自 变 量 的 函数 。 如 果 仅 有 一 个 自 变 量 ， 则 称 为 一 维 信和 号; 
如 果 有 两 个 以 上 的 自 变量 ， 则 称 为 多 维 信 号 。 关 于 信号 的 自 变 量 ， 有 多 种 形式 ， 可 以 是 时 
间 、 距 离 、 温 度 、 电 压 等 ， 本 书 一 般 把 信号 看 作 时 间 的 函数 。 

离散 信号 是 定义 在 一 些 离散 时 刻 点 上 的 信号 。 离 散 信 号 可 以 通过 对 连续 信号 进行 采样 而 
得 到 。 如 果 信 号 不 但 在 时 间 上 是 离散 的 ， 而 且 在 幅 值 上 也 是 离散 的 ， 则 成 为 数字 信号 。 

离散 系统 是 可 以 对 离散 信号 进行 变换 和 处 理 的 系统 。 离 散 系统 不 但 可 以 实现 连续 系统 所 
对 应 的 基本 功能 ， 例 如 数字 滤波 器 在 低频 段 可 以 完全 达到 连续 滤波 器 的 功能 ， 更 重要 的 是 ， 
采用 了 微 处 理 器 或 DSP 等 数字 硬件 系统 后 ， 通 过 编程 可 以 实现 连续 系统 无 法 实现 的 信号 变 
换 ， 例 如 谱 分 析 、 特 征 提 取 、 自 适应 滤波 等 ， 具 有 更 高 级 和 灵活 处 理 的 功能 。 

本 章 简 单 介绍 离散 信号 和 离散 系统 的 基本 概念 和 基本 分 析 方 法 。 





























2.1 离散 信号 


2.1.1 离散 信号 的 概念 


在 离散 系统 中 ， 信 和 号 用 离散 的 数字 序列 来 表示 。 实 际 上 ， 离 散 信号 可 以 通过 对 模拟 连续 
信号 进行 采样 而 得 到 。 对 模拟 信号 x,(t) 进行 等 间隔 采样 ， 采 样 间隔 为 7， 就 得 到 
x(t)| mr=x (nT) (2-1) 
这 里 n 取 整 数 。 对 于 不 同 的 n 值 ，x, (nT7) 是 一 个 有 序 的 数字 序列 ， 例 如 : x, (0)，x,(7)， 
Xa(27T) ,… ,xa(n7T) ,…， 该 数字 序列 就 是 时 域 离散 信号 。 
实际 信号 处 理 中 ， 这 些 数字 序列 值 按 顺 序 放 在 存储 器 中 ， 此 时 n7 代表 的 是 前 后 顺序 。 为 
简化 起 见 ， 采 样 间 隔 7 可 省 略 不 写 ， 序列 的 第 n 个 数 可 记 为 x(n) ，x(n) 称 为 序列 。 一 般 写 为 














X =%(n) =X (nT) 一 o <n<+% (2-2) 
或 记 为 
Xx, = {x(n)} 一 oo <n<+o% (2-3) 
在 本 书 中 ， 离 散 信 号 和 序列 的 概念 是 通用 的 。 在 侧重 于 进行 数学 分 析 时 常 称 为 序列 ， 当 侧 
重 于 系统 的 描述 和 分 析 时 常 称 为 离散 信 | 
号 。 序 列 的 变化 规律 可 以 用 公式 表示 ， 也 , 





可 以 用 图 形 表示 。 图 2-1 是 一 个 离散 信号 
(序列 ) 。 需 要 说 明 的 是 ， 横 轴 虽 然 用 一 
条 连续 直线 表示 ,但 自 变量 n 仪 取 整 数 ， 
非 整数 时 离散 信号 没有 定义 ， 另 外 , 在 
数值 上 它 等 于 连续 信和 号 的 采样 值 。 

不 是 所 有 的 离散 信号 序列 都 是 从 连 图 2-1 离散 信号 
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续 信号 采样 而 得 到 的 ， 例 如 某 些 反 映 经 济 指标 变化 的 数据 是 通过 观测 得 到 一 组 序列 ， 与 连续 
信号 没有 关系 。 如 果 x(n) 是 通过 观测 得 到 的 一 组 离散 数据 ， 0 例如 : 
{x(n)} = 1 ,1.3,2.5,3.3,1.9,0,4. 1,.| 
在 上 述 集 合 中 ， 必 须 指明 变量 x(n) 与 自 变 量 n 对 应 的 序号 关系 例如 已 知 n=0 时 ,x(0) = 
1.9， 以 此 为 基础 就 可 知道 为 其 他 序号 时 对 应 的 x(n) 值 。 例 如 x( -1) =3.3，x(1) =0， 

x(2) =4. 1， 等 等 。 


2. 1.2 典型 离散 信号 

本 小 节 介绍 几 种 典型 离散 信号 (序列 ) 。 了 解 这 些 典 型 离散 信号 (序列 ) 的 特点 对 离散 
言 号 的 分 析 具 有 重要 的 意义 。 

1. 单位 抽样 序列 

单位 抽样 序列 的 定义 为 











1l, n=0 
6(n) = 0, nz0 (2-4) 
其 特点 是 该 信号 仅 在 n=0 时 取 值 为 1，n 为 其 他 值 时 信号 均 为 零 。 单 位 抽样 序列 有 了 时 也 
称 为 单位 脉冲 序列 。 
单位 抽样 信号 序列 在 离散 信号 与 系统 中 的 作用 类 似 于 模拟 信号 和 系统 中 的 单位 冲 激 函 数 
6(1) ， 但 不 同 的 是 6(1) 在 1=0 时, 6 (1) 取 值 为 无 穷 大 ,10 时 其 取 值 为 零 ， 并 且 6(1) 
在 区 间 ( -w%，+%) 对 时 间 上 的 积分 为 1， 是 一 个 广义 函数 。 图 2-2 分 别 是 单位 抽样 序列 
和 单位 冲 激 信和 号。 


6(n) 6(7) 











图 2-2 单位 抽样 序列 和 单位 冲 激 信号 





2. 单位 阶 跃 序列 
单位 阶 跃 序列 的 定义 为 
u(n) = Ua (2-5) 
n<0 
单位 阶 跃 序 列 如 图 2-3 单位 阶 路 序列 在 离 
散 系 统 中 的 作用 类 似 于 连续 系统 中 的 单位 阶 跃 











信和 号 图 2-3 单位 阶 跃 序 列 
3. 实 指数 序列 
实 指数 序列 是 离散 系统 中 常 遇 到 的 序列 之 一 ， 其 定义 为 
x(n)=a” (2-6) 


其 中 ,4a 为 实数 。 当 |a| <1 时 , x(n) 的 幅度 随 n 的 增 大 而 减 小 ， 称 x(n) 为 收敛 序列 ， 当 
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la| >1 时 ，x(Cz) 的 幅度 随 n 的 增 大 而 增 大 ， 则 称 x(n) 为 发 散 序列 。 当 lo| =1 时 , x(n) 
既 不 发 散 也 不 收 僵 ,为 有 界 数列 。 实 指数 序列 如 图 2-4 所 示 。 值 得 注意 的 是 ， 当 a > 0 时 ， 
实 指数 序列 可 看 作 是 连续 实 指数 信号 的 抽样 ， 当 a <0 时 ,序列 的 幅 值 是 正 负 交 替 变 化 的 。 
这 与 连续 实 指数 信号 抽样 有 所 不 同 。 事 实 上 ， 此 时 该 序列 可 视 为 连续 指数 衰减 振荡 信号 在 每 
半 个 振荡 周期 采样 一 次 所 得 到 的 序列 。 














图 2-4 实 指数 序列 


4. 正弦 序列 
正弦 序列 可 以 表示 为 
x(n) =Asin(nw +9) (2-7) 
式 中 ,4 为 正弦 序列 的 幅 值 ，p 为 初 相位 ; w 为 数字 域 角 频 率 ， 也 称 为 圆 频 率 ， 单 位 是 弧度 
(rad)。 它 表示 序列 变化 的 速率 ,或 者 说 表示 相 邻 两 个 序列 值 之 间 变 化 的 弧度 数 。 
如 果 正 弦 序 列 是 由 连续 正弦 信号 x,(t) 采样 得 到 的 ， 那么 
x(n) =x, (Dar =Asin( +p)| ,a 
=Asin(nQT +P) =Asin(nw +9) 
因为 在 数值 上 ， 序 列 值 与 采样 信号 值 相 等 ， 因 此 得 到 数字 域 频率 w 与 模拟 角 频 率 0 之 间 的 
关系 为 





w= O07 (2-8) 
意义 ， 它 表示 几 是 由 连续 信号 采样 得 到 的 序列 ， 模 拟 角 频率 2 与 序列 的 


式 (2-8) 具有 普遍 意 》 
呈 线 性 关系 。 由 于 采样 频率 人 与 采样 周期 了 互 为 倒数 ， 式 (2-8) 也 可 以 表 


数字 域 频率 w 

示 为 
-人 
本 全 mr (2-9) 


因此 数字 域 频率 w 实际 是 一 种 归 一 化 角 频 率 。 
应 当 注 意 : 对 于 任意 整数 >， 有 
Asin[n(w+277) +p] =Asin(nw +9) 
即 角 频 率 为 w +2mr 的 正弦 序列 与 角 频 率 为 w 的 正弦 序列 无 法 区 别 ， 因 此 数字 域 角 频 率 wm 的 
取 值 范围 一 般 规定 为 -<w<m。 注 意 : 离散 正弦 信号 在 |w| = 附近 的 信号 属于 高 频 信 
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号 , 在 |w|=0 附近 的 信号 属于 低频 信号 ， 这 是 采样 信号 所 具有 的 特殊 性 质 ， 和 连续 正弦 信 
号 的 特性 具有 明显 区 别 。 这 个 性 质 的 物理 意义 ， 可 以 由 采样 定理 给 出 解释 (关于 采样 定理 
的 内 容 参 看 2.4 节 ) 。 根 据 奈奈 斯 特 采样 定理 ， 为 了 使 采样 信号 携带 被 采样 连续 信和 号 的 全 部 
言 息 ， 则 要 求 采 样 频率 满足 





























f=2fn 
其 中 广 为 连续 信号 中 的 最 高 频率 分 量 的 频率 。 故 有 


1 
/sf, 三 人 
因此 





Ta 


|w| =2T <27 2 = 看 
大 大 大 


可 见 ,由 于 采样 定理 的 限制 , |w| = mm 附近 的 信和 号 反映 了 被 采样 信号 中 的 最 高 频率 信号 的 
影响 。 
5. 复 指数 序列 
复 指数 序列 在 理论 分 析 时 经 常 遇 到 ,其 定义 为 
x(n) = et tio)n = eon . ejon (2-10) 
x(n) =a" * eo =a"(coswn + jsinwn) (2-11) 
特别 地 ， 当 co =0 时 ， 有 


Jon 


Xx(n) =e" = coswn + jsinon (2-12) 


2.1.3 离散 信号 的 分 类 


1. 单 边 信号 和 双边 信号 

单 边 信号 〈 序 列 ) 是 仅 在 横 轴 一 个 方向 信号 具有 非 零 值 ， 另 一 个 方向 均 取 零 值 的 信号 
序列 ， 例 如 阶 跃 序列 就 是 单 边 序列 。 双 边 信 号 (序列 ) 是 向 横 轴 两 个 方向 延伸 ， 序 列 的 取 
值 不 恒 为 零 的 序列 ， 例 如 图 2-4 所 示 的 指数 序列 、 正 弦 序 列 都 是 双边 信号 。 在 单 边 信 号 中 ， 
如 果 n <0 时 序列 取 值 恒 为 等、n=0 时 具有 非 零 值 ， 这 类 单 边 信号 称 为 因果 信号 ; 反之 ， 当 
n 宇 0 时 序列 取 值 恒 为 零 、n <0 时 具有 非 零 值 ， 这 类 单 边 信号 称 为 反 因 果 信 号。 

因果 信号 一 般 可 以 写 为 








x(n) =x(n)u(n) (2-13) 
2. 周期 信号 和 非 周期 信号 
如 果 对 所 有 nn 存在 一 个 最 小 的 正 整 数 V， 使 下 面 等 式 成 立 : 
x(n) =x(n+N) 一 oo <N< +oo (2-14) 
则 称 信 号 x*(n) 为 周期 性 信号 ， 其 周期 为 N。 
我 们 知道 ， 在 连续 信号 中 ， 正 弦 信 号 Asin( (2 + p) 为 周期 信号 ， 其 周期 为 了 = 37。 然 
而 对 于 正弦 序列 ， 情 况 比较 复杂 ， 甚 至 不 一 定 满足 周期 信号 的 条 件 。 若 正弦 序列 为 周期 信 
号 ， 则 应 有 
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Asin(wn +p) =sin[w(n+N)+9] 
即 要 求 oN =24mr，N, 下 为 正 整 数 上 且 开 的 取 值 要 保证 w 为 最 小 的 正 整 数 ， 则 序列 的 周期 为 N。 


二 


石 


ee 
w 


则 =1，N=r 时 ，wN =2m， 序 列 的 周期 为 -， 每 经 过 + 个 序号 ,序列 的 包 络 线 对 应 的 连续 
正弦 信号 变化 一 个 周期 。 若 





2 下 了 


® m 
其 中 r+ 和 m 为 互 质 的 整数 ， 则 取 甩 =m， 当 N=r 时 , wN =2mmw， 序 列 的 周期 仍 为 -， 但 是 每 经 
过 7 个 序号 ， 序列 的 包 络 线 对 应 的 连续 正弦 信号 变化 m 个 周期 。 需要 指出 , 在 w 和 w+27 之 
间 ， 存 在 > 个 可 区 分 的 频率 ， 即 

25T 


人 k=0,1,2,.…,r—1 
它们 的 周期 都 为 六。 
着 “是 无 理 数 ， 则 此 时 对 任何 整数 4， 都 有 wn 关 24mr， 因 此 ， 此 时 的 正弦 序列 不 是 周期 
信号 。 


对 于 复 指数 序列 eiw 的 周期 性 ， 也 可 以 进行 类 似 分 析 。 

3. 确定 性 信号 和 随机 信号 

如 果 信号 <(n) 在 任意 时 刻 的 值 可 以 由 一 定 规则 准确 确定 ， 则 称 x(n) 为 确定 性 信 
号 。 确 定性 信号 是 系统 分 析 中 的 常见 信号 ， 确 定性 信号 作用 于 离散 系统 的 分 析 是 离散 系统 理 
论 的 基础 。 工 程 中 还 经 常 遇 到 另 一 类 信号 ，x(n) 在 任意 时 刻 的 值 是 随机 变量 ， 不 能 准确 
确定 ， 只 能 对 其 数字 特征 进行 分 析 ， 这 类 信号 称 为 随机 信号 。 关 于 随机 信号 的 分 析 将 在 第 8 章 
中 介绍 。 

4. 能 量 信号 和 功率 信号 


对 于 信号 x(n)， 定义 信号 能 量 为 








oo 


Bs 2 aw Se 


n=—-% 


如 有 果 E 为 有 限 值 ， 则 称 x(n) 为 能 量 信和 号。 如果- + % ， 则 定义 信号 的 功率 为 








N 
: 1 
Pp 二 lim N71 |x(n) 隐 (2-16) 


N—% =_N 


当 P 为 有 限 值 时 ， 称 x(n) 为 功率 信号。 
一 般 来 说 ， 周 期 信号 、 随 机 信号 为 功率 信号 ， 持 续 时 间 有 限 的 非 周期 信号 为 能 量 信号 。 


2.1.4 离散 信号 的 运算 和 变换 


在 离散 系统 分 析 中 ， 信 和 号 常 进行 下 面 几 种 运算 和 变换 ， 它 们 是 乘法 、 加 法 、 移 位 、 翻 转 
及 尺度 变换 。 


1. 乘法 和 加 法 
设 有 两 个 序列 x1(n) 和 wx, (n)， 
则 序列 之 间 的 乘法 定义 为 
x(n) =x1(n)x(n) 
新 的 序列 是 由 两 个 序列 的 同 序号 的 序 
列 值 逐 项 对 应 相 乘 所 得 到 的 。 序 列 的 
加 法 定义 为 
x(n) =x1(n) +x(n) 
新 的 序列 是 由 两 个 序列 的 同 序号 的 序 
列 值 逐 项 对 应 相 加 所 得 到 的 。 图 2-5 
所 示 分 别 为 序列 的 相 乘 与 相 加 。 
2. 移 位 和 翻转 
移 位 和 翻转 是 离散 信和 号 常见 的 变 


X1(n) 
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第 2 





离散 信号 和 离散 系统 11 








图 2-5 序列 的 相 乘 与 相 加 


换 。 信 号 x(n) 的 移 位 信号 x(z -mm) 当 m>0 时 是 指 将 原 信 号 依次 逐 项 右 移 m 位 后 所 得 到 
的 一 个 新 信号 ， 当 m <0 时 是 指 将 原 信号 依次 逐 项 左 移 m 位 后 所 得 到 的 一 个 新 信号 。 信 号 














x(n) 的 翻转 信号 x( -n) 是 指 将 原 信号 自 











变量 n 变 为 m= -n 所 得 到 的 一 个 新 信号 ， 这 实 


际 上 是 将 原 信 号 以 纵 坐标 为 中 心 将 横 坐 标 翻 转 所 得 到 的 信号 。 





利用 移 位 性 质 可 以 得 到 


6(n-m) 


u(n—m) 


l,n=m 

三 (2-17) 
0,nm 
] ,n 三 m 

= (2-18) 
0,n<m 


上 述 信号 分 别 为 m 时 刻 的 单位 抽样 信号 及 m 时 刻 开 始 起 作用 的 阶 路 信号。 图 2-6 分 别 为 


6(7 -2)、v(-2) 的 图 形 。 


6(n-2) 








Ce 
n 


一 | 


图 2-6 移 位 信号 示意 图 


利用 式 (2-17)、 


式 (2-18)， 可 以 将 阶 路 序列 和 单位 抽样 序列 的 关系 写 为 


6(n) =u(n) ~-u(n-1) 


u(n) = D6(n-m) = > 5(m) 
m=0 


一 般 地 ， 任 意 信 号 x(n) 可 以 写 为 


oo 


x(n) = > x(k)6(n—k) 


m= 一 oo 


(2-19) 


k=-% 
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式 (2-19) 说 明 离散 信号 可 以 表示 为 抽样 信号 的 加 权 及 延迟 分 解 ， 这 种 分 解 对 于 离散 线性 系 
统 的 分 析 具 有 重要 作用 。 

3. 尺度 变换 

在 信号 处 理 中 ， 常 常 需要 进行 信号 的 抽取 和 插值 ， 实 际 上 这 是 对 信号 的 时 间 尺 度 进行 变 
换 。 对 离散 信和 号 x(n), 令 y(n) =x(Mn)，M 为 正 整数 ， 则 称 y(n) 是 由 x(n) 做 必 倍 抽取 
所 得 到 的 信号 ， 这 相当 于 将 模 坐 标 压缩 了 1/M。 若 令 z(n) =x| 芋 }4x [二 ] 为 正 整 数 ， 
则 称 z(n) 为 由 x(n) 做 工 售 插 值 所 得 到 的 信号 ,这 实际 上 是 将 x(n) 的 采样 频率 提高 了 工 倍 。 
当 导 =2 时 ,x(n) 和 x(2n) 的 图 形 如 图 2-7 所 示 。 














x(n) xX(2n) 
3 3 
2 2 
1 1 
| 1 3 S 1 | ee 和 1 S | ee 
0 1 2 5 6 n 0 1 2 3 n 
a) b) 





图 2-7 信号 的 尺度 变换 
4. 卷 积 和 
yn) =x(n) x(n) = > x (kx (nk) (2-20) 


卷 积 和 涉及 信号 的 相 乘 、 翻 转移 位 及 求 和 运算 ,是 离散 系统 中 最 重要 的 信号 变换 之 一 。 
根据 卷 积 和 定义 , 式 (2-19) 也 可 以 写 为 


oo 


x(n) = > x(k)6(n—k) = x(n) *6(n) 


k=-% 
利用 卷 积 和 的 定义 ， 不 难 证 明 卷 积 和 具有 下 列 性 质 : 
(1) 卷 积 和 满足 分 配 律 、 结 合 律 和 交换 律 ， 即 有 


Xi1(n) * [x (nn) txa(n) | =x(n) * x (nn) +xi(n) *xa(n) (2-21) 
x1(n) * [x (nn) *xa(n)] = x(n) * x (n) ] *xa(n) (2-22) 
X(N) FA (Nn) =%2 (nn) * wi(n) (2-23) 

(2) 任意 信号 和 抽样 信号 的 卷 积 和 满足 
x(n) =x(n) *6(n) =6(n) *x(n) (2-24) 
x(n) *6(n-k)=x(n—k) (2-25) 


(3) 大 7y (n) =2 (n) *x (2)， 则 
X(Nn-k)*x (nn-m)=y(n-k-m) (2-26) 
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2.2 离散 系统 


2.2.1 离散 系统 的 输入 -输出 描述 


离散 系统 的 描述 可 分 为 输入 -输出 描述 和 状态 变量 描述 两 种 方式 。 输 入 -输出 描述 一 般 应 用 
于 单 给 入 - 单 输出 系统 ， 状 态 变量 描述 既 可 应 用 于 多 输入 -多 输出 系统 ， 也 可 应 用 于 单 输入 - 
单 输出 系统 。 在 数字 信号 处 理 领域 中 ， 较 多 采用 输入 -输出 的 描述 方式 讨论 问题 。 
离散 系统 本 质 上 是 一 种 映射 关系 或 算 子 ， 可 以 将 输入 信号 x(n) 经 过 系统 的 映射 变换 而 
得 到 的 信号 y(n) 称 为 输出 信号 ， 即 
y(n) =7[x(n)] al 


7["] 可 以 是 函数 、 算 子 或 蘑 种 算法 。 图 2-8 是 离散 系统 示意 图 。 。 本 

描述 一 个 系统 ， 可 以 不 管 系统 内 部 的 结构 如 何 ， 将 系统 看 成 
一 个 黑箱 子 ， 只 研究 系统 输出 和 输入 之 间 的 关系 ， 这 种 方法 称 为 ”加 ).8 离散 系统 示意 图 
输入 -输出 描述 法 。 

对 于 模拟 系统 ， 一 般 可 以 由 微分 方程 描述 系统 输出 -输入 之 间 的 关系 。 对 于 线性 时 不 变 
系统 ， 可 以 采用 线性 常 系数 微分 方程 描述 系统 ， 也 可 以 采用 基于 拉 普 拉 斯 变换 的 系统 函数 或 
基于 傅 里 叶 变 换 的 频率 特性 来 描述 系统 。 

对 于 离散 系统 ， 一 般 可 以 用 差分 方程 描述 或 研究 输入 -输出 之 间 的 关系 ， 对 于 线性 时 不 
变 离散 系统 ， 系 统 的 描述 为 线性 党 系数 差分 方程 、 系 统 函数 或 频率 特性 。 在 离散 系统 中 ， 还 
党 采用 框图 、 信 号 流 图 描述 离散 系统 ， 框 图 多 用 于 系统 模拟 ， 而 信号 流 图 常用 于 中 等 复杂 系 
统 的 分 析 与 设计 。 

下 面 通过 一 些 例子 来 了 解 离散 系统 的 输入 -输出 描述 。 

例 2-1 理想 延迟 系统 

理想 延迟 系统 的 描述 为 


y(n) =x(n-ng) ng 为 整数 一 oo <n<+% 


当 ma >0 时 ， 输 出 比 输入 延迟 mn 步 ， 实际 上 将 x(n) 逐 项 依次 右 移 na 步 ， 称 为 理想 延迟 ; 
当 ma <0 时 ， 输 出 比 输入 超前 mm 步 ， 实际 上 将 x(n) 逐 项 依次 左 移 m 步 ， 称 为 理想 超前 。 
例 2-2 滑动 平均 系统 
在 信和 号 检测 过 程 中 ， 常 常 采 用 滑动 平均 对 数字 信号 进行 滤波 ， 以 排除 某 些 突 发 性 干扰 的 
影响 。 滑 动 平均 系统 的 描述 为 









































M; 


1 
y(n) 二 Wr + x(n—k) 


=M) 
例 2-3 差分 方程 
某 人 因为 买房 向 银行 贷款 M 元 ,月 息 a， 每 月 初 还 款 。 设 第 有 月 还 款 x(k) 元 , 第 有 月 
欠 款 为 y(F) 元 , 则 有 














y(k)=(1+a)y(k -1) -x(k) 
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或 
yk)- (1+ra)y(k-1) =x(k) 
若 首次 还 款 月 为 上 =0， 则 有 y( -1)=M 
上 和 式 便 是 一 个 描述 还 款 过 程 的 一 阶 线性 常 系数 差分 方程 。 
差分 方程 是 离散 系统 输入 -输出 描述 最 常见 的 方式 之 一 。 
描述 离散 系统 时 ， 常 常会 遇 到 下 列 几 种 运算 : 
(1) 延迟 运算 : y(n-1) =g -ly(n), 其 中 gq 表示 延迟 算 子 。 
(2) 求 和 运算 : z(n) =y(n) +x(n)， 求 和 运算 也 可 以 推广 到 任意 有 限 个 信号 。 
(3) 乘法 运算 : z(n) =y(n)x(n) ， 当 某 一 信号 为 常数 时 ， 也 称 为 乘 系数 运算 。 
儿 种 运算 的 图 形 表示 如 图 2-9 所 示 。 


y(n) [| yl) ym) y(n)+x(n) y(n) 9 yx(n) y(n) @ ay(n) 
x(n) xf 
a) 延迟 b) 求 和 c) 乘法 d) 乘 系数 
图 2-9 ”离散 系统 的 常见 运算 图 示 
离散 系统 中 ， 常 常 采 用 运算 的 图 形 表示 信号 间 的 相互 关系 ， 构 成 一 个 具有 信号 传递 及 相 
互 关 联 的 系统 ， 这 种 采用 图 形 表示 系统 的 方式 称 为 系统 的 框图 表示 。 采 用 框图 方式 表示 系统 
可 以 方便 地 表示 系统 中 信号 之 间 的 传递 关系 ， 具 有 直观 的 效果 ， 便 于 进行 系统 分 析 ， 还 可 以 
根据 框图 构造 硬件 系统 进行 系统 模拟 。 
例 2-4 由 框图 导出 系统 的 差分 方程 。 图 2-10 是 一 个 离散 系统 的 框图 ， 由 图 可 以 得 出 
y(n)= -ay(n-1) -ay(n-2) +x(n) 











整理 得 
y(n) t+ay(n-1) t+ay(n-2)=x(n) 
这 是 一 个 二 阶 线性 常 系 数 差分 方程 。 

在 离散 系统 中 还 常常 采用 信号 流 图 来 描述 系统 。 信 号 流 图 由 节点 和 支 路 组 成 。 节 点 表示 
系统 变量 ; 支 路 是 两 节点 之 间 的 定向 线段 ， 用 直线 加 箭头 表示 ， 用 于 表示 两 节点 变量 之 间 的 
传递 关系 。 两 节点 之 间 的 传递 关系 也 叫 传输 增益 。 传 输 增 益 为 9 一时， 就 表示 延迟 运算 ; 传 
输 增益 为 常数 时 ， 就 表示 乘 系数 运算 。 节 点 对 于 注入 节点 的 变量 自动 求 和 。 图 2-10 所 示 系 
统 可 以 采用 图 2-11 信号 流 图 。 可 以 看 出 ， 信 号 流 图 表示 系统 要 简洁 一 些 。 信 号 流 图 可 以 应 
用 于 中 等 复杂 度 系 统 的 分 析 与 设计 。 但 是 要 说 明 ， 信 和 号 流 图 没有 规定 两 个 信号 的 相 乘 运算 ， 
所 以 ， 有 些 可 以 采用 框图 表示 的 系统 无 法 采用 信号 流 图 表示 。 














y(n) 


X(n) | AU 









?y(n-1) 
gl 
oy(n-2) 


图 2-10 离散 系统 框图 图 2-11 图 2-10 所 示 系 统 的 信号 流 图 表示 
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2.2.2 离散 系统 的 分 类 


根据 离散 系统 输入 -输出 映射 或 算 子 的 特点 ， 可 以 对 离散 系统 进行 不 同 的 分 类 。 这 里 介 
绍 主要 的 几 种 分 类 。 
1. 线性 系统 和 非 线性 系统 
满足 敌 加 原理 的 系统 称 为 线性 系统 。 设 系统 的 输入 信号 分 别 为 x (n) 和 x,(n) 时 ,其 
输出 信号 分 别 为 y(n) 和 y(n),， 即 有 y(n) = TExi(n)]，y2(n) =7T[x2(n)]， 当 输入 信 
号 为 x(n) =xi(n) +x,(n) 时 ， 其 输出 满足 
y(n) =T[Lx(n)] =TLxi(n) +x(n)] 
=7T[xi(n)] + TEx2(n)] = (n) +y(n) 
时 ， 称 系统 满足 可 加 性 ; 当 输入 信号 为 * (n) =axt (n) 时 (a 为 任意 常数 )， 其 输出 满足 
y(n) =7TLxCz)]=TLax(n)] 
=aT[Lxi(n) | =ayi(n) 
时 ， 称 系统 满足 比例 性 或 齐 次 性 。 将 以 上 两 个 性 质 结合 起 来 ， 对 于 任意 常数 w、B, 令 x(n) = 
oxi(n) +Bxs(n)， 奉 输出 y(n) 可 表示 为 
y(n) =7Loawl (nz) +Bx,(n) | 
=aT[xi(n)] +BTL x (n) |] =ayi(n) +By,(n) 
时 ， 则 称 离散 系统 是 线性 系统 ， 即 系统 满足 琶 加 原理 。 
不 满足 三 加 原理 的 系统 为 非 线性 系统 。 
例如 某 系统 的 输入 -输出 映射 关系 为 y(n) =7T[x(nz)] =[x(nz)] ， 该 系统 为 非 线性 系 


M 
统 ， 而 输入 -输出 映射 关系 为 y(n) = > ayx(n -上 ) 时 ， 该 系统 为 线性 系统 。 
k=0 


2. 时 不 变 系统 与 时 变 系统 

如 果 系 统 对 输入 信号 的 运算 关系 7[*] 在 整个 运算 过 程 中 不 随时 间 变 化 ,或 者 说 系统 对 
于 输入 信号 的 响应 与 信号 加 于 系统 的 时 间 无 关 ， 则 这 种 系统 称 为 时 不 变 系统 。 设 系统 的 运算 
关系 为 TLx(n) ] =y(n)， 则 时 不 变 系统 的 特征 可 以 用 公式 表示 为 

TIx(n-no)] =y(n-no) 

例 2-5 已 知 系 统 运算 关系 为 y(n) =TLx(n)] =ax(n) +5， 其 中 4 和。 为 常数 。 试 判断 
该 系统 是 否 为 时 不 变 系统 。 

解 : 由 于 y(n) =7T[x(n)] =ax(n)+6b5， 故 

TIix(n-n0)] =ax(n-no) +b=y(n-no) 

因此 ， 该 系统 是 时 不 变 系统 。 


例 2-6 淹 断 y(n)=T[Ex(n)] =nx(n)、 y(n)=D[x(n)] =#(n)sin (won + 全 ] 所 代 
表 的 系统 是 否 是 时 不 变 系统 。 


解 : 由 于 yi(n) =TiLx(n)] =nx(n), y(n) =T,|x(n)] =(n)sin( won + 于 刷 


(2-28) 


(2-29) 


(2-30) 








Ti[x(n—-no)] =nx(n-no), n(n-no)=(n-no)x(n -no) 
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Ta(n a0)] =a(n m0)sin( oon+T), y(n-n0) =x(n -m0)sin( oln—m) + ] 


故 
yi(n-no)#D x(n-no) ,yn-no) Tx(n-no))] 

因此 上 述 两 系统 均 不 是 时 不 变 系统 。 

同时 具有 线性 和 时 不 变 特性 的 离散 系统 称 为 线性 时 不 变 (Linear Time Invariant, LTI) 
离散 系统 ， 简称 为 LTI 系统 。 线 性 时 不 变 离散 系统 也 称 为 线性 移 不 变 (Linear Shift Invariant ， 
LSI) 离散 系统 。 

3. 因果 系统 与 非 因 果 系 统 

如 果 系 统 输出 和 输入 的 运算 关系 满足 y(z) = Tix(n -ng)]， na 宇 0， 则 称 系统 是 因果 
的 ， 否 则 是 非 因 果 系 统 。 换 句 话 说 ， 如 果 对 于 任意 选 定 的 数 n0o,， 当 nno, xi(n) =xs(n) 
时 ,就 有 yi(n) =y,(n)， 则 系统 是 因果 的 。 因 有 果 系 统 的 输出 y(n) 在 n=no 的 值 仅仅 取决 
于 输入 序列 x(n) 在 nno 的 值 ， 即 因果 系统 不 具备 预知 未 来 的 能 

例 2-7 已 知 某 前 向 差分 系统 和 后 向 差分 系统 的 描述 分 别 为 
前 向 差分 系统 y(n) =x(n+1) -x(n) 
后 向 差分 系统 y(n) =x(n) -x(n-1) 
试 判 断 该 前 向 差分 系统 和 后 向 差分 系统 的 因果 性 。 

解 : 前 向 差分 系统 的 输出 y(n) 与 x(n+1) 有 关 ， 因 此 为 非 因果 系统 。 后 向 差分 系统 
输出 y(n) 仅 取决 于 该 时 刻 输入 x(n) 及 先前 的 输入 x (n -1)， 因 此 为 因果 系统 。 

例 2-8 判断 滑动 平均 系统 的 因果 性 。 














M, 
解 : 清 动 平均 系统 的 措 述 为 Y(a) = 计 二 太 下 L Z < 用， 显然, 当 - <0 和 
1 > - Mi >0 时 是 因果 系统 ， 否 则 是 非 因 果 系统 。 
现实 中 可 物理 实现 的 实时 系统 均 为 因果 系统 。 非 因果 系统 一 般 多 用 于 理论 分 析 ， 无 法 完 
全 物理 实现 。 但 是 ， 可 以 通过 各 种 形式 的 逼近 来 近似 实现 某 些 非 因果 系统 的 一 些 功能 。 对 于 
离线 进行 信号 处 理 的 数字 系统 ， 在 某 种 程度 上 有 可 能 实现 一 些 非 因果 系统 的 功能 。 


2.3 ”线性 时 不 变 离散 系统 的 时 域 分 析 


在 信和 号 处 理 系统 中 ，LTI 离散 系统 是 最 常见 的 系统 ， 因 此 LTI 离散 系统 的 分 析 具 有 十 分 
重要 的 意义 。 时 域 分 析 就 是 在 时 间 域 内 直接 分 析 系 统 的 特性 ， 具 有 直观 、 物 理 意义 鲜明 的 特 
点 。 本 节 首 先 介 绍 线性 差分 方程 的 数学 求解 ， 然 后 介绍 线性 离散 系统 的 抽样 响应 ， 在 此 基础 
上 介绍 线性 时 不 变 系统 对 任意 信号 的 零 状 态 响应 。 

2.3.1 线性 差分 方程 的 求解 
一 个 线性 时 不 变 离 散 系统 ， 其 差分 方程 的 形式 为 


























N M 
Pay n-k) = Dbuir(n -hk) (2-31) 
k=0 k=0 
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式 中 ，N 称 为 系统 的 阶 数 。 当 by ， =0(E=0,1,…,M) 时 ， 式 (2-31) 变 为 


N 
omy(n -hb) =0 (2-32) 
.=0 


式 (2-32) 称 为 齐 次 差分 方程 。 

在 时 域 分 析 中 ， 差 分 方程 可 以 采用 迷 代 法 求解 或 时 域 解析 法 求解 。 和 迭代 法 就 是 采用 计算 
机 求解 数值 解 ， 一 般 这 是 一 个 反复 的 迭代 过 程 。 这 种 方法 很 方便 ， 但 仪 能 求 得 数值 解 ， 无 法 
求 得 闭 式 的 解析 解 ， 难 于 对 系统 的 整体 性 能 进行 分 析 。 解 析 法 是 分 别 求 得 差分 方程 的 齐 次 解 
与 特 解 ， 然 后 代入 初始 条 件 求 出 定 解 。 

1. 齐 次 差分 方程 的 求解 

齐 次 差分 方程 (2-32) 可 以 展开 为 

QNYy(7) t+aw_ y(n-1)+:… +aoy(n—-N)=0 (2-33) 
一 般 令 首 项 ay =1。 首 先 看 一 个 一 阶 齐 次 差分 方程 解 的 形式 。 一 阶 齐 次 差分 方程 可 以 写 为 
y(n) tay(n—-1)=0 























上 式 移 项 后 可 以 写 为 
y(n) -_， 
y(n-1) 
可 见 fy(n)| 是 一 个 公 比 为 -a 的 等 比 数列 ， 因 此 有 
y(n)=C( -a)",n=0,1,2,.… 
当 n=0 时 , 可 得 y (0) =C( -a) ”=C， 因 此 当 已 知 初始 条 件 y(0) 时 ， 一 阶 齐 次 差分 方程 
的 解 可 以 写 为 








y(n) =y(0) * ( -a)" 
一 般 来 说 ， 可 假定 齐 次 差分 方程 的 解 具有 y(n) = CA"(C 关 0) 的 形式 ,将 此 解 代 入 

式 (2-33) 有 

avCA2 + ay_iCA"-l + +aoCA"-N=0 
由 于 C0， 不 失 一 般 性 ,假定 和 0 (车 入 =0, 则 y (n) =C)， 上 式 各 项 同 除 以 CA"-* 有 

avAVY+aw_IAN-1 + 二 OA +ao =0 (2-34) 
式 (2-34) 称 为 差分 方程 的 特征 方程 。 特 征 方程 是 一 个 N 阶 代数 方程 ， 它 具有 六 个 特征 根 
Ali,A2,,Aw， 每 个 特征 根 都 满足 差分 方程 。 设 特征 根 是 互 异 的 ， 根 据 三 加 原理 ， 差 分 方程 
的 通 解 可 以 写 为 














y(n) = CIAT + CA 十 … +CwAw (2-35 ) 
其 中 Ci ,Ca，…,Cw 为 常数 ， 由 初始 条 件 ， 可 以 决定 Cl, Ca，…, Cv， 得 到 给 定 初始 条 件 的 
定 解 。 
例 2-9 已 知 某 齐 次 差分 方程 为 
y(n) -Er(n-D) -7(n-2) =0 
且 初 始 条 件 为 y(0) =0，y(1) =1， 试 求解 齐 次 差分 方程 。 
解 : 首先 写 出 差分 方程 对 应 的 特征 方 各 
pe 
































18 | 数字 信号 处 理 及 其 应 用 














解 出 特征 根 为 人 = 











-于 ， A = -地 ， 因 此 齐 次 差分 方程 的 通 解 可 以 写 为 
Yn) =cm+cas=c (于 | 人- 到] 
为 确定 系数 Ci ，C; ， 代 入 初始 条 件 y(0) =0，y(1) =1 得 到 

es 


“本 


1 
BE 








解 得 C1 = 与 ，Cs = -号 。 最 后 得 到 给 定 初始 条 件 的 定 解 为 
61/1Y 1Y 
vw) =5[( 雪 ] as 
例 2-10 已 知 某 齐 次 差分 方程 为 
y(n) -yn-l) + 二 (an-2) =0 


且 初 始 条 件 为 y (0) =0, y (1) =1， 试 求解 齐 次 差分 方程 。 
解 : 写 出 特征 方程 








解 出 特征 根 为 A = 二 (1+j) = 只 5，A = 二 (1 -j) = 衬 。- 于 =AY ， 齐 次 差分 方程 的 通 解 可 
以 写 为 





瑟 








y= CA + Cc (CJ om +c, (CJ 


代入 初始 条 件 y(0) =0，y(1) =1 得 到 
CI1+C =0 
(ai)e, 本 (ge, =1 
解 得 C1 =e -这 ，C, = - C1 = e 千 。 最 后 得 到 给 定 初始 条 件 的 定 解 为 


RC WN ED (本 
OEE 9 [2] ( J 】 


一 般 地 说 , 若 特征 方程 有 一 对 苍 特征 根 为 Ax = | 和 41e% ,X41 = |Axje -ij , 则 对 应 的 系数 
为 Ci = |Cile”?,Cii1=|Cile-?, 故 有 
CA +C IAA = |C, ||A, |"[eilote) +e-i 如 +9) ] 
=2|C,||A, "cos(n0 +9) 
当 特 征 方程 有 重 根 时 ， 章 次 解 的 形式 将 有 所 不 同 。 设 MA =As=… =A,， 而 A,,i， 
和 A,,2,"…Aw 各 异 ， 则 齐 次 方程 解 的 形式 为 
y(n) = (Cn +C, nT ++ CI AT tC A + + CA (2-36) 
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2. 非 齐 次 差分 方程 的 求解 

非 齐 次 差分 方程 的 求解 步 又: (1) 求 对 应 齐 次 差分 方程 的 通 解 ; (2) 求 非 齐 次 差分 方 
程 的 一 个 特 解 ， 将 其 和 齐 次 差分 方程 琶 加 得 到 非 齐 次 差分 方程 的 通 解 ，(3) 代入 初始 条 件 
得 到 非 齐 次 差分 方程 的 定 解 。 

例 2-11 已 知 某 差分 方程 为 


yn) -ED -ra-2) =x(n) 


其 中 x(n) =wu(n)， 且 初始 条 件 为 y(0) =0，y(1) =1， 试 求解 差分 方程 的 定 解 。 
解 : (1) 求 对 应 齐 次 差分 方程 的 通 解 
由 例 2-8 知 对 应 齐 次 差分 方程 的 通 解 为 


ym) =0 (二 | cl(- 了 ) 
(2) 求 非 齐 次 差分 方程 的 一 个 特 解 并 写 出 非 齐 次 方程 的 通 角 
由 于 输入 信号 为 单位 阶 路 信号 ， 而 齐 次 方程 通 解 各 项 随 序号 的 增加 而 衰减 ， 因 此 可 以 
确定 在 输入 的 作用 下 ， 输 出 信号 将 有 一 个 与 输入 成 正比 的 特 解 ， 令 其 为 y* (n) =Au(n) ， 代 
入 差分 方程 有 


























Alu(n) -Fu(n -1) -Fu(n-2)] =u(n) 


当 n>2 时 ,可 得 4(1- 吉 -~ 才 ]=1, 解 得 4= 了 ,由 此 得 y*(n) =u(n)。 非 齐 次 方程 的 


6 6 2 
通 解 为 








(3) 代入 初始 条 件 求 得 定 解 








代入 初始 条 件 得 
3 
Cit+C, + =0 
1 1 3 
7 G1 = 3 Ca 十 5 =1 


求 得 Ci = - ，C, = - 33.。 最 后 得 到 差分 方程 的 定 解 为 
5 10 


6/1Y 3f 1Y,3 
= es Eb 

上 述 差 分 方程 的 解析 求解 方法 适用 于 简单 输入 信号 作用 于 系统 响应 的 求解 。 对 于 复杂 信 
号 作用 于 线性 时 不 变 离散 系统 的 响应 ， 一 般 采 取 利 用 线性 时 不 变 离散 系统 的 单位 抽样 啊 应 与 
输入 信号 的 卷 积 和 的 方式 来 求解 。 下 面 介绍 线性 时 不 变 离 散 系统 的 单位 抽样 响应 。 
2.3.2 LTI 离散 系统 的 抽样 响应 

当 系统 的 输入 信号 为 x(n) =6(n) 时 ， 线 性 离散 系统 的 零 状态 响应 称 为 单位 抽样 响应 ， 
简称 抽样 啊 应 ， 记 为 yr(z) =h(n)。 需 要 说 明 的 是 ， 在 不 同文 献 中 ， 单 位 抽样 响应 又 常 称 为 
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单位 脉冲 响应 或 单位 冲 激 响 应 。 在 信号 与 系统 理论 教科 书 关于 离散 信号 与 系统 分 析 的 讨论 
中 ， 一般 使 用 单位 抽样 响应 这 个 名 称 ， 在 离散 系统 控制 相关 的 文献 中 常 使 用 单位 脉冲 响应 的 
名 称 ， 而 单位 冲 激 响 应 的 名 称 多 见于 与 数字 滤波 顺 相 关 的 文献 中 。 在 线性 离散 系统 理论 中 ， 
这 些 名 称 的 基本 意义 是 相同 的 ， 后 续 章 节 在 不 同 场合 将 按 习 惯 使 用 不 同 的 名 称 而 不 再 特别 一 
一 说 明 。 

所 谓 零 状态 是 指 当 n<0 时 , h(n) =0。 此 时 系统 的 差分 方程 可 以 写 为 





N M 
Davihln-k) = bun—k) (2-37) 
k=0 k= 人 0 
注意 到 
l,n=k 
6(n-k) = k=0,1,.…,M 
0,nzzk 


所 以 当 n > 时 必 有 6(n-k) =0， 从 而 当 n > 时 差分 方程 变 为 
N 
Davish(n-k)=0 n>M (2-38) 
k=0 


为 齐 次 差分 方程 。 

由 于 系统 为 零 状态 ， 所 以 有 有 h( -1) =h( -2) =…=h( -N) =0。 所 以 ， 只 要 用 递 推 的 
方式 求 出 h(1) ,h(2),…,h(M)， 就 可 以 采用 求解 齐 次 差分 方程 的 方法 求 出 LTI 离散 系统 的 
抽样 响应 。 

例 2-12 设 离散 系统 的 差分 方程 为 

y(n) -y(n-1) -2y(n-2)=x(n) 
求 系统 的 单位 抽样 响应 h(n)。 
解 ， 当 x(n) =6(n) 时 ， 抽 样 响 应 h(n) 满足 差分 方程 
h(n) -h(n-1)-2h(n-2)=6(n) 
且 有 h( -1) =h( -2) =0。 可 以 由 递 推 方式 求 出 
h(0) =h( -1) +2h( -2) +6(0) =1 
h(1) =h(0) +2h( -1) +6(1) =1 
当 n 宇 1 时 ， 差 分 方程 变 为 h(n) -h(n-1) -2 人 -2) =0, 为 齐 次 差分 方程 。 其 特征 方 
程 为 














A* -A-2=0 
求 出 特征 根 为 A 二 一 1， 和 > 三 25 因此 
An) =CI(-1) +C (2)" 





代入 (0) =1, (1) =1 得 





C5 Cyl 
-C+2C,=1 
求 得 C) = 了 ， Co 3 。 于 是 求 得 系统 的 抽样 响应 为 


AeS = 到 -1 + 了 (2)"， nl 


注意 到 上 式 当 n=0 时 有 3 人 1 + 了 (2)9 -1 =h(0)， 因 此 系统 的 抽样 响应 可 以 写 为 
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n(n) = [3 -1D)"+32)"]u(n) 
例 2-13 设 离散 系统 的 差分 方程 为 
yn) -y(n-1D) -2y(n -2) =w(n) -x(n -2) 
求 系统 的 单位 抽样 响应 h(n) 。 
解 : 本 例 和 例 2-11 的 区 别 在 于 输入 项 是 两 项 x (n) 、x (n -2) 的 线性 组 合 ， 由 于 是 线 
性 时 不 变 离散 系统 ， 因 此 可 以 利用 线性 时 不 变 系 统 的 性 质 来 简化 运算 。 显 然 抽样 响应 h(n) 
满足 差分 方程 














h(n) -h(n-1)-2h(n-2)=6(n) -6(n -2) 
当 6(n) 单独 作用 于 系统 时 ， 设 对 应 抽样 响应 为 h(n)， 由 例 2-11 可 知 


h(n) = [3 -D"+32)"]e(n) 


当 6(n -2) 单独 作用 于 系统 时 ， 设 对 应 抽样 响应 为 h,(n) ， 由 于 是 时 不 变 系统 ， 因 此 h(n) = 
hi(n—-2) 


ee [#( _1)"-2 +3(2)""?](n-2) 


当 6(n) -6(n -2) 作用 于 系统 时 ， 根 据 线性 系统 的 全 加 原理 有 
h(n) =hi(n) -h(n)=h(n) -h(n-2) 


= [DD"+3$2)"]e) - [3 -D+ J -2) 
本 例 实际 上 揭示 了 这 样 一 个 事实 ， 对 于 抽样 信号 的 线性 组 合 所 构成 的 输入 信号 作用 于 线 


性 时 不 变 系统 时 ， 可 以 根据 系统 的 时 不 变 特性 及 全 加 原理 来 计算 的 输出 。 这 种 方法 具有 一 般 
性 的 意义 。 


2. 3.3 LTI 离散 系统 对 任意 输入 的 零 状 态 响 应 : 卷 积 和 


现在 讨论 LTI 离散 系统 对 于 任意 输入 信号 的 零 状 态 响应 。 设 系统 的 输入 信和 号 为 x(m) ， 
由 式 (2-19) ，x(z) 可 以 表示 为 一 系列 抽样 信号 的 移 位 加 权 和 ， 即 


x(n) = ei 
0 的 输入 - _ 输 出 映射 关系 可 以 窒 示 为 y(n) = =7T[x(n)]， 则 当 输 入 信号 为 6(n) 
时 ， 其 零 状态 响应 为 
h(n) = TL6(n)] 


于 是 当 x(n) = 四 x(4)8(n -) 作用 于 线性 时 不 变 系统 时 ， 有 


y(n) = TIx(n)] = 7| > x(k)6(n -Ek)] 


意 到 上 式 右 端 括号 内 x(k) 相当 于 输入 信号 30%-k) 前 的 系数 ， 根 据 线性 系统 的 大 加 原 


oo 


yn) = 了 xz(DTLa(n -hk)] 


k=-% 
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由 时 不 变 特性 
TI[é(n-k)| =h(n—-k) 
于 是 得 到 线性 时 不 变 系 统 的 零 状态 啊 应 为 


y(n) = ,x(k)hln -hk) = rn) *h(n) = h(n) *x(n) (2-39) 


式 中 的 符号 “ * ”代表 卷 积 和 运算 。 

式 (2-39) 表示 LTI 离散 系统 的 零 状 态 响应 等 于 输入 信号 和 该 系统 的 单位 抽样 响应 的 卷 
积 和 。 只 要 知道 系统 的 单位 抽样 响应 ， 按 照 式 (2-39) ， 对 于 任意 输入 信号 x(n) 都 可 以 求 出 
系统 的 零 状态 响应 。 

按照 式 (2-39) ，LTI 离散 系统 的 零 状 态 响应 归结 为 输入 信号 和 系统 的 单位 抽样 响应 的 卷 
积 和 运算 ， 它 包含 4 个 步 又: 

Q9 翻转 : 将 x(n) 和 h(n) 自 变 量 进行 变换 ， 用 x(k) 和 hh(k) 表示 ， 并 将 h(k) 进行 
翻转 ， 形 成 h( -大 ) ; 

@) 平移 : 将 h( -kk) 移 位 nn 位， 得 到 h(n--k)。 当 n>0 时 ,序列 右 移 ; n <0， 序列 
左 移 ; 

@ 相 乘 : 将 x*(k) 和 jz -5) 按 相同 的 序列 值 对 应 项 相 乘 ,得 到 x(k)h(n 一 请) ; 

@@ 求 和 ， 对 所 有 义 的 序列 值 的 x(k)h(n--k) 进行 于 加 ， 得 到 y(z) ， 即 











D xk)h(n -Ek) = y(n) 


k=-% 


实际 计算 y(n) 时 ，x(z) 常常 是 有 限 长 信号 ， 某 些 时 候 h(n) 也 是 有 限 长 信号 (例如 
有 限 冲 激 响应 滤波 器 的 抽样 响应 信号 就 为 有 限 长 信号 ) ， 这 时 不 需要 从 上 = -w 到 k= +o 进 
行 合 加 ， 而 需要 根据 实际 情况 确定 非 零 的 x(k)h(n--k) 项 ， 可 以 减少 运算 量 。 

例 2-14 已 知 x(n) =u(n) -un-4)AR(n), h(n)=u(n) -ul(n-2)AR,(n), 其 
中 ，Rj(n) 称 为 长 度 为 工 的 矩形 序列 ， 这 是 从 n=0 到 n=L-1 时 序列 取 值 为 1， 而 n 取 其 
他 值 时 序列 取 值 为 0 的 信号 序列 。 试 求 : 

y(n) =x(n) *h(n) 
解 : 由 式 (2-39) 得 


y(n) = x(n) *h(n) = Ra(k)R,(n—k) 


式 中 x(n) 为 长 度 为 4 的 和 矩形 序列 ，h(n) 为 长 度 为 2 的 矩形 序列 ， 求解 上 式 主要 是 根据 两 
个 矩形 序列 的 非 零 值 区 间 确 定 求 和 的 上 、 下 限 。 
R,(k) 的 非 零 值 区 间 为 0 和 3， 忆 (2 -kk) 的 非 零 值 区 间 为 0 友和 1， 欲 求 其 乘积 
值 的 非 零 区 间 ， 则 要 求 开 同时 满足 下 面 两 个 不 等 式 : 
0<k<3 


n-l<k<n 











因此 当 n<0 或 n=5 时 , y (n) =0; 当 n=0, 1 时 , y(n) = > 1 =7+1; 当 ”=2，3 时， 
k=0 


y(n) = 并 =2; n=-4 时 ,y(n) =1。 卷 积 和 求解 过 程 的 示意 图 如 图 2-12 所 示 。 


k=n-l 
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图 2-12 卷 积 和 的 计算 过 程 示意 图 


从 本 例 看 出 ， 当 两 序列 非 零 值 的 长 度 分 别 是 NN 和 时， 进行 卷 积 和 运算 后 的 序列 非 零 
值 的 长 度 为 N+M-1。 
由 于 卷 积 和 满足 分 配 律 、 结 合 律 和 交换 律 ， 即 有 
x(n) *hi(n) +x(n) h(n) =x(n) * [h(n) +h,(n)] (2-40) 
h(n)* [h(n) x(n)]= h(n) * h(n)] *x(n) (2-41) 
式 (2-40) 左 端 表示 同一 输入 信号 x(n) 分 别 作用 于 抽样 响应 为 h(n) 和 h(n) 的 系统 后 对 应 
输出 信号 又 加 得 到 总 输出 信号 ， 如 图 2-13a 所 示 ， 这 样 的 系统 连接 称 为 并 联 ; 式 (2-40) 
右 端 表 示 输 入 信号 x(n) 作用 于 抽样 响应 为 h(n) +h,(n) 的 系统 后 得 到 对 应 输出 信号 ， 
如 图 2-13b 所 示 ; 式 (2-40) 表示 这 两 个 系统 是 完全 等 效 的 。 同 理 ， 式 (2-41) 左 端 表示 
信号 x(n) 作用 于 抽样 响应 为 三 (z) 的 系统 后 对 应 输出 信号 再 作用 于 抽样 响应 万 (z) 的 系 
统 后 得 到 总 输出 信号 ， 如 图 2-14a 所 示 ， 这 样 的 系统 连接 称 为 级 联 ; 式 (2-41) 右 端 表示 输 
和 人 信号 x(n) 作用 于 抽样 响应 为 h(n) *h,(n) 的 系统 后 得 到 对 应 输出 信号 ， 如 图 2-14b 所 
示 ; 式 (2-41) 表示 这 两 个 系统 是 完全 等 效 的 。 














cn 
My h 
x(n) 1(7)*x(n) 100 y(n) 


a) a) 
b) b) 
图 2-13 系统 的 并 联 及 其 等 效 图 2-14 系统 的 级 联 及 其 等 效 


2.3.4 LTI 离散 系统 的 稳定 性 
一 个 系统 正常 工作 的 首要 条 件 是 必须 保持 稳定 ， 一 个 不 稳定 的 系统 不 具有 实用 价值 。 对 
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于 信号 处 理 系统 来 说 ， 即 使 输入 信号 是 有 界 的 ， 不 稳定 系统 也 会 造成 系统 输出 发 散 ， 因 此 必 
须 在 设计 信号 处 理 系统 时 就 能 了 解 和 分 析 系统 的 稳定 性 能 。 

言 号 处 理 系统 在 工作 时 ， 总 会 受到 各 种 扰动 因素 的 影响 。 ee 
如 果 在 受到 扰动 后 能 够 恢复 或 接近 原来 的 工作 状态 ， 则 称 系统 的 该 种 工作 状态 是 稳定 的 。 这 
种 稳定 性 通常 称 为 平衡 状态 的 稳定 性 。 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 是 平衡 状态 稳定 性 分 析 的 理论 
基础 。 

在 信号 处 理 系统 分 析 中 ,通常 从 输入 -输出 信号 的 有 界 性 角度 来 定义 稳定 性 。 如 果 系 统 
输入 信号 幅 值 均 小 于 某 一 常数 ， 则 系统 输出 响应 信号 幅 值 必 小 于 男 一 个 常数 ， 即 对 于 任意 有 
界 常数 ， 必 有 与 之 相关 的 有 界 常数 K,， 使 得 对 任意 nn 均 有 

Ix(n) |<K.S|y(n) |<K, (2-42) 











则 称 系统 是 输入 -输出 稳定 的 。 

实际 上 ， 所 谓 输入 -输出 稳定 性 ， 就 是 指 系 统 对 有 界 输 入 必然 产生 有 界 输出 。 一 般 把 输 
入 -输出 稳定 性 记 为 BIBO (Bounded Input Bounded Output) 稳定 ， 简 称 稳定 。 

下 面 给 出 判断 线性 时 不 变 离散 系统 输入 -输出 稳定 的 一 个 充分 必要 条 件 。 

定理 2-1 线性 时 不 变 离散 系统 稳定 的 充分 必要 条 件 是 系统 的 单位 抽样 响应 绝对 可 和 ， 
用 公式 表示 为 


二 xDl<= (2-43) 
证 明 : 先 证 明 充分 性 。 对 于 线性 时 不 变 离 衣 系统 ， 其 输出 信号 为 输入 信号 与 系统 单位 折 
样 响应 的 卷 积 和 ， 即 
包罗 计 宙 同 不吝 关 科 
因此 


Ms 二 De 有 
设 输 入 信号 有 界 , 即 |x(z -8)| 近 玉 ,由 于 式 (2-43) 满 足 , 故 存在 有 限 数 K, ,使 得 


op 


> An) | Ki, 于 是 


yO lSK 之 IMAE |S KK =K, 
充分 性 得 证 。 
再 证 明 必 要 性 ， 采 用 反 证 法 来 证 明 。 设 式 (2-43) 不 满足 ， 即 |h(n)|= o , 但 系 
统 是 输入 -输出 稳定 的 。 现 取 一 个 特殊 的 输入 信号 为 
h( —n) 
we Cm 
0 ， h(n) =0 

显然 |x(n) |<1 为 有 界 信 号 。 而 系统 输出 为 


三 X(7 一 A 
y(n) = 过 4 (nh) = Dp hk) 一 


























第 2 章 ”离散 信号 和 离散 系统 25 








当 n=0 时 有 


op 





hh) 
pl 之 | 天 三 | 


三 一 oo 


A 2 


这 说 明 输 出 信号 在 n=0 无 界 ， 与 输入 -输出 稳定 的 假定 产生 矛盾 。 因 此 当 系 统 为 输入 -输出 
稳定 时 ， 式 (2-43) 必须 满足 。 必 要 性 得 证 。 

例 2-15 设 LTI 离散 系统 的 单位 抽样 响应 h(n) =a"u(n)， 式 中 a 是 实 常 数 ， 试 分 析 该 
系统 的 稳定 性 。 

解 : 由 于 <0 时 , h(n) =a"™u(n) =0， 所 以 系统 是 因果 系统 。 下 面 判 断 系 统 的 稳定 性 。 
由 于 





oo oo N-1 下 三 lal™ 
> hn)|= 2 al" = lim 2 Jal* = lim 
n=-% n=0 No% n=0 


No 1 一 |a| 


当 且 仅 当 |a| <1 时 ， h(n) | = 了 = < “， 因此 系统 稳定 的 条 件 是 |a| <1。 


当 |a|=1 时 ，》 |h(n) | = %，, 系统 不 稳定 。 


2.4 连续 信号 的 采样 


在 数字 信号 处 理 中 ， 往 往 需要 将 模拟 连续 信号 经 过 采样 和 量化 编码 形成 数字 信和 号， 再 采 
用 数字 信和 号 处 理 技术 进行 处 理 ; 处 理 完毕 ， 如 果 需 要 ， 再 转换 成 模拟 信号 ， 这 种 处 理 方法 称 
为 模拟 信号 数字 处 理 方法 。 

对 连续 信号 进行 采样 得 到 的 信号 能 否 保留 原 信号 的 全 部 信息 ， 对 一 个 经 过 处 理 后 的 采样 
言 号 ， 如 何 恢 复 得 到 一 个 对 应 的 连续 信号 等 问题 ， 是 连续 信号 的 数字 处 理 中 所 关心 的 主要 问 
题 。 本 节 主 要 介绍 采样 定理 和 采样 恢复 。 








2.4.1 信号 的 采样 过 程 


采样 过 程 就 是 通过 采样 器 (或 称 采样 开关 ) 按照 一 定 的 时 间 间 隔 对 连续 信号 进行 采 
样 ， 将 其 变换 为 在 时 间 上 离散 的 脉冲 序列 的 过 程 。 相 邻 两 次 采样 的 时 间 间 隔 称 为 采样 周 
期 7，A(A=LM7T) 及 Q (2. =2m7) 分 别称 为 采样 频率 及 采样 角 频 率 。 如 果 按 照 一 定 的 
时 间 间 隔 对 连续 信号 进行 采样 ， 则 是 周期 采样 ; 如 果 采 样 的 时 间 间 隔 是 不 确定 的 ， 而 是 随机 
变化 的 ， 则 是 随机 采样 。 如 果 对 连续 信号 进行 采样 时 有 多 个 采样 周期 并 存 ， 则 是 多 速率 采 
样 ， 本 节 主 要 研究 周期 采样 。 在 实际 采样 过 程 中 ， 对 连续 信号 进行 采样 可 以 看 作 一 个 连续 信 
号 x,(t) 通过 一 个 电子 开关 S 后 所 得 到 的 信号 ， 如 图 2-15a 所 示 。 设 电子 开关 每 隔 周期 了 合 
上 一 次 ， 每 次 合 上 的 时 间 为 r 和 7， 在 电子 开关 输出 端 得 到 其 采样 信号 波形 。 可 以 把 电子 开 
关 看 作 一 个 采样 脉冲 串 ， 其 连续 信号 、 采 样 脉冲 及 采样 信号 如 图 2-15b 所 示 。 由 于 采样 开关 
闭合 时 间 很 小 ， 远 远 小 于 采样 周期 7， 故 x, (1) 在 z 时 间 内 变化 甚 徽 ， 可 以 近似 视 为 一 个 
宽度 为 * 、 高 度 为 x (nT) 的 矩形 脉冲 序列 ， 即 
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E(t) =x P(t) = ,x(nT u(t -nT) -u(t -nT-7)] 


式 中 ， u(t) 为 单位 阶 跃 信 和 号， ee -u(t-nT-7) | 表示 在 n7 时 刻 ， 一 个 高 度 为 1、 
宽度 为 z 的 矩形 脉冲 。 





Xa(D) 
Ps 
z | 7 
Xa(Dh 
ma 一 (0 oi . 
S 
a) b) 


图 2-15 采样 过 程 及 采样 信号 


为 了 从 理论 上 分 析 采 样 信号 ， 采 用 理想 冲 激 信号 串 表 示 电 子 开关 产生 的 脉冲 串 ， 即 














Pam > arg (2-44) 


n=—-% 


则 有 
Kt(5) = w(t)6r(t) = 2 lt)6(t -nT) (2-45) 


n= 一 


称 式 (2-45) 为 理想 采样 信号 ， 理 想 采样 过 程 如 图 2-16 所 示 。 
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图 2-16 理想 采样 过 程 及 理想 采样 信号 
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式 (2-45) 中 86(1) 是 单位 冲 激 信和 号， 由 6(1) 的 性 质 , 式 (2-45) 中 只 有 当 + =n7 时 ， 
才 可 能 有 非 零 值 ， 因 此 式 (2-45) 又 可 写 为 


3 (2-46) 


n= 


2. 4.2 ”采样 定理 及 A -DD 转换 


在 对 连续 信号 进行 采样 时 ， 采 样 周期 的 选择 是 一 个 关键 问题 。 连 续 信号 x, (1) 经 采样 后 变 
为 离散 的 时 间 序 列 (1) ,一 般 希望 离散 的 时 间 序 列 + (1) 中 应 能 包含 连续 信号 x, (1) 的 全 部 
言 息 。 显 然 ， 如 果 采 样 周期 7 了 越 短 ， 即 采样 频率 越 高 ， 则 ¢(1) 中 包含 的 x, (i) 信息 越 多 ， 
但 是 ， 由 于 硬件 条 件 的 限制 ,采样 周期 不 可 能 无 限 短 。 那 么 ， 如 何 选择 采样 周期 以 确保 采样 
后 的 信号 *,(t) 包含 原 信号 x, (1) 的 全 部 信息 ? 下面 从 信号 与 系统 理论 中 信号 的 频谱 分 析 
角度 来 分 析 采 样 周期 的 选择 。 

理想 单位 脉冲 序列 64(1) 是 一 个 以 了 为 周期 的 函数 ， 可 以 展开 为 传 里 叶 级 数 ， 其 复数 
形式 为 












































61(1t) = 3 Ce (2-47) 


k=-% 














式 中 ,Ci = 去 | ,61(4)e-70di 为 传 里 叶 系数 ，Q, =2m/7 为 采样 角 频 率 。 

















由 于 在 区 间 | - 方 ， 六] 中 ， 只 有 在 4=0 时 8r(?) 才 有 值 ， 且 6- |,-o =1， 故 有 
_ [6rd =- 广 (2-48) 
61(1) = em (2-49) 
将 式 (2-49) 代入 式 (2-45) 可 得 
(i = (Bs b> de (2-50) 
对 式 (2-50) 两 边 进行 拉 普 拉 斯 变换 得 
(5) = Ex + jhQ.) wil 








通常 艺 (s) 的 全 部 极点 均 位 于 * 平面 的 左 半 部 ， 故 可 用 s =j2 代 
人 上 式 ， 得 到 采样 信号 (s) 的 傅 里 叶 变 换 为 


Xa(j 2) 





1 

~ 1 六 

X,(jQ) = 志 > X (ji2 + jkQ.) (2-52) 
k= 


式 (2-52) 反映 了 采样 后 的 采样 信号 频谱 与 连续 信和 号 频谱 之 间 的 
关系 。 设 采样 器 输入 连续 信号 的 频谱 忒 (j2) 为 有 限 带宽 的 图 
形 ， 其 最 大 频率 为 2 ， 如 图 2-17 所 示 。 采 样 后 得 到 的 离散 信号 -on 0 Dm 吝 
的 频谱 如 图 2-18 所 示 ， 其 中 图 2-18a 对 应 于 2. > 20， 的 情况 ， 
图 2-18b 对 应 于 Q, <20, 的 情况 。 图 2-17 连续 信号 的 频谱 
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在 采样 信号 的 频谱 中 ，k =0 的 部 分 称 为 主 频谱 ， 它 与 连续 信号 频谱 是 相对 应 的 。 除 此 
之 外 ,X.(j2) 还 包含 无 限 多 高 频 分 量 。 为 了 准确 复 现 连续 信号 ， 必 须 使 离散 信号 的 频谱 中 
的 各 部 分 相互 不 重 羡 。 这 样 就 可 以 采用 一 个 图 2-18a 中 虚线 所 示 的 模拟 低 通 滤波 器 ， 滤 掉 所 
有 的 高 频频 谱 分 量 ， 只 保留 主 频谱 。 如 果 0Q, <20,, ， 离 散 信号 的 频谱 不 再 由 孤立 频谱 构成 ， 
会 出 现 图 2-18b 所 示 的 相 邻 部 分 频谱 重 闭 的 现象 ， 这 时 就 难以 准确 地 恢复 原来 的 连续 信 
号 了 。 
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b) Q, <202m 











到 2-18 采样 信号 的 频谱 


综 上 所 述 ， 可 以 得 到 一 个 结论 : 要 从 采样 信号 *,(1) 中 完全 复 现 出 采样 前 的 连续 信 
号 x,(1) ， 必 须 使 采样 频率 0Q, 足够 高 ， 以 使 相 邻 两 频谱 不 相互 重 铸 ， 可 得 出 如 下 的 采样 
定理 。 

定理 2-2 香农 (Shannon) 采样 定理 如 果 对 一 个 具有 有 限 频 谱 ( -DO < 0 <0) 
的 连续 信号 进行 采样 ， 当 采样 角 频 率 0 二 202,, 或 采样 频率 了 大 2, 时 ， 则 由 采样 得 到 的 离 
散 信 号 能 够 无 失真 地 恢复 到 原来 的 连续 信号 。 

将 模拟 连续 信号 转 换 成 数字 信号 由 模 - 数 。 ,, 
转换 器 ( Analog 一 Digital Converter) 完成 ， 简 采样 
写 为 A -DD 转换 器 。A -D 转换 右 的 原理 框图 
如 图 2-19 所 示 。A - D 转换 器 通过 按 等 间隔 了 
对 模拟 连续 信号 进行 采样 ， 得 到 一 串 采 样 点 上 的 样本 数据 t+, (1) ， 这 一 串 样 本 数据 可 看 作 时 
域 离散 信号 (序列 )。 数 字 信 号 是 用 一 定 的 精度 将 时 域 离散 信号 进行 量化 。A -DD 转换 器 采 
用 二 进 制 表示 离散 数字 信和 号， 设 A -DD 转换 妖 有 MMM 位， 那么 用 位 二 进 制 数 表示 并 取代 这 
一 串 样 本 数据 ， 即 形成 二 进 制 数字 信号。 我 们 把 采样 以 后 从 离散 时 域 信号 到 形成 数字 信和 号 的 
这 一 过 程 称 为 量化 编码 过 程 。 


2.4.3 由 样本 序列 重 构 模 拟 信号 











图 2-19 A-D 转换 器 的 原理 框图 











对 于 一 个 经 过 处 理 后 的 数字 信号 ， 许 多 情况 下 需要 再 转变 成 为 模拟 的 连续 信号 。 图 2-20 
是 采用 理想 模拟 滤波 器 系统 由 采样 样本 序列 重 构 模 拟 信 号 的 示意 图 。 采 样 信号 的 频谱 如 
图 2-20b 所 示 ， 理 想 模 拟 滤波 器 的 频谱 如 图 2-20c 所 示 ， 采 样 恢复 信号 的 频谱 如 图 2-20d 所 
示 。 根 据 信 号 与 系统 理论 ， 理 想 模 拟 滤波 器 的 冲 激 响 应 可 由 下 式 求 出 ， 即 
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GGQ) 
入 

-a 0 A 5 

2 2 

9) 理想 模拟 滤波 器 的 频谱 d) 采样 恢复 信号 的 频谱 
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图 2-20 用 理想 模拟 滤波 器 重 构 模拟 信号 





其 波形 如 图 2-21 所 示 ，g(t) 也 称 为 内 插 函 数 。 由 连续 系统 的 卷 积 定理 ， 当 采样 序列 信 


号 六 (ti) 作用 于 理想 模拟 滤波 器 系统 时 ， 输 出 信号 为 


ya(i) 


= | tat- Dd T= 出 > x, (nT)6( 7 nT)Jg(t—- tdrt 


n=—-% 


> | lnT)8(r- nT) elt -tdr= DY x(nT)g(i -nT) 


n=—-% n=-—-% 





< sin[ T(t ~ n7)/T] 
和 有 T(t -nT)/T 


用 三 一 2 


8g(D 





图 2-21 内 插 函 数 g(1) 
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理想 滤波 器 由 样本 信号 +, (1) 恢复 模拟 
信号 y (1) 的 过 程 示 意图 如 图 2-22 所 示 ， 
这 实际 上 是 由 x, (nT7) 通过 内 插 函 数 g(1) 
在 采样 点 进行 内 插 的 过 程 。 

在 实际 的 信号 处 理 过 程 中 ， 采 用 D -和 A 转 
换 絮 将 离散 信号 恢复 为 模拟 信号 。D - A 转换 
器 实际 上 是 一 个 零 阶 保持 器 。 零 阶 保持 器 就 
是 将 前 一 个 采样 值 进行 保持 ,一 直到 下 一 个 
采样 值 来 到 ， 再 跳 到 新 的 采样 值 并 保持 ， 因 
此 相当 于 进行 带 数 内 插 。 零 阶 保持 需 将 离散 
言 号 转换 为 模拟 信和 号 的 示意 图 如 图 2-23 所 示 。 
可 以 看 到 ， 恢 复 的 模拟 信和 号 是 一 个 不 连续 的 阶 
梯 波 信号 ， 这 样 的 信号 具有 高 频 分 量 。 实 际 
上 , 零 阶 保持 器 也 可 以 看 作 是 一 种 滤波 器 ， 其 
冲 激 响 应 如 图 2-24a 所 示 ， 这 是 一 个 以 常数 
作为 内 插 函 数 的 滤波 器 。 可 以 求 出 零 阶 保持 
器 的 频谱 如 图 2-24b 所 示 。 可 以 看 出 ， 零 阶 
保持 器 的 幅度 特性 与 理想 滤波 器 的 差别 ， 主 


要 是 在 12| > 六 的 区 域 有 较 多 的 高 频 分 量 。 
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图 2-23 零 阶 保持 右 信 号 转换 示意 图 
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图 2-22 ”由 样本 信和 号称 (六 恢复 模拟 信号 y, (1) 
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图 2-24 零 阶 保持 器 的 冲 激 响应 和 频谱 


为 了 尽量 消除 这 些 不 必要 的 高 频 分 量 ， 需 要 在 零 阶 保持 需 之 后 加 一 个 平滑 低 通 滤波 天 ， 
滤 除 多 余 的 高 频 分 量 ， 对 时 间 波 形 起 平滑 作用 ， 如 图 2-25 所 示 。 虽 然 这 种 D -A 转换 咒 恢 
复 的 模拟 信号 有 些 失真 ， 但 简单 、 易 实现 ， 是 经 常 使 用 的 方法 。 
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图 2-25 实际 的 D -A 转换 器 框图 





本 章 小 结 


本 章 介绍 了 离散 信号 和 离散 系统 的 基本 概念 ， 介 绍 了 典型 离散 信号 的 描述 和 特点 ， 对 信 
号 的 分 类 和 基本 运算 变换 进行 了 介绍 。 

满足 二 加 原理 和 时 不 变 特性 的 离散 系统 称 为 线性 时 不 变 (LTI) 离散 系统 。LII 离散 系 
统 采用 常 差分 方程 进行 描述 ， 这 是 系统 输入 -输出 描述 的 基本 方式 。 本 童 介绍 了 差分 方程 的 
列 写 ， 简 单 介绍 了 差分 方程 的 求解 方法 。 以 此 为 基础 ,介绍 了 LTI 离散 系统 抽样 响应 ， 并 通 
过 输入 信号 和 单位 抽样 响应 的 卷 积 和 来 表示 LTI 离散 系统 的 零 状态 响应 。 离 散 系统 的 因果 性 
和 稳定 性 是 反映 系统 特点 的 基本 性 质 ， 本 章 介 绍 了 LTI 离散 系统 输入 -输出 稳定 的 一 个 充分 
必要 条 件 。 

在 数字 信号 处 理 中 ， 常 常 需要 对 模拟 信号 采用 数字 处 理 方法 进行 处 理 。 本 章 介绍 了 采样 
定理 和 采样 恢复 。 采 样 定理 保证 了 由 采样 得 到 的 信号 保留 原 连 续 信 号 全 部 信息 的 条 件 。 采 样 
恢复 可 以 采用 理想 滤波 器 完成 ， 这 是 将 滤波 器 的 种 激 响 应 作为 内 插 函 数 通 过 采样 信号 恢复 为 
模拟 信号 ， 实 际 实现 中 多 采用 零 阶 保持 需 。 











习 题 
2-1 设 信 号 可 以 表示 为 
n+5 -4<n -1 
X(Ny) = 5 0<n3 
0 其 他 


试 绘 出 x(z) ，x( -2)，x( -n+2) 的 图 形 。 
2-2 试用 6(n) 的 加 权 和 表示 习题 2-1 所 示 信 号 x(n)。 
2-3” 试 绘 出 下 列 信号 图 形 . 
(1) x(n) =6(n+2) +u(n) -ul(n—-4) 


ne [om 
x(n)= 四 EEC +7) -2_(m -7) ] 
2-4” 试 判断 下 列 信号 是 否 为 周期 信号 ， 如 果 为 周期 信号 ， 试 写 出 周期 N。 


(2 


We 


(3 


Wa 





(1) x(n) =2sin Tn + cos ms 


8 16 


人 [全 Ja 工 ] em) 


二 
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(3) x(n) =sin Un i 


8 32 
2-5 已 知 系统 的 输入 -输出 映射 关系 如 下 : 


CD ym) =( 雪 Cw) -xCn -2) 

(2) yn) y(n-l) +2y(n -2) = (en) 
(3) y(n) = (二 RG -mn 
oe 


(5) y(n) = bs aox (n) 


试 判断 系统 是 否 是 ; (1) 线性 或 非 线 性 的 ; (2) 时 变 或 时 不 变 的 ; (3) 因果 或 非 因果 的 。 

2-6 已 知 齐 次 差分 方程 为 

yn) + 37(n -1) -By(n -2) =0,7( -1) =0,7(0) =1 

试 求解 差分 方程 。 

2-7 试 求 下 列 系 统 的 单位 抽样 响应 

(1) y(n) +y(n-1) -2y(n-2) =x(n) 

(2) y(n) -y(n-1) +0.09y(n-2) =2x(n) -3x(n—-1) 

2-8 已 知 某 系 统 输入 信号 为 x(n) =6(n) -36(n 一 1)， 单 位 抽样 响应 为 

h(n) =(0.5)"[u(n) ~-u(n -3)] 

试 求 输出 信号 y(n) =h(n) *x(n)， 并 画 出 输出 的 图 形 。 

2-9 判断 习题 2-7 所 示 系 统 的 稳定 性 。 

2-10 ” 设 某 系统 的 单位 抽样 响应 h(n) =x(z) ， 求 对 于 任意 输入 序列 x(z) 的 零 状 态 响 

应 y(n)， 并 判断 系统 的 因果 性 和 稳定 性 。 
2-11 设 一 低 通 模拟 信号 x, (1) 的 频谱 为 
i 
XO) - So 102|=<0, 
0 其 他 

(1) 当 采 样 周期 7=27w/0Q, 时 ， 试 画 出 采样 序列 的 频谱 艺 (jO) 。 

(2) 当 对 信号 * (1:) 进行 调制 得 到 y(t) =x,(t)ei?2%! 时 ， 试 求 不 发 生 频 谱 混 铸 失 真 的 
最 低 采 样 频 率 。 











第 3 重 zZ 变 换 





z 变换 是 离散 信号 的 一 种 变换 ， 对 于 LTI 离散 系统 的 分 析 具 有 非常 重要 的 作用 ， 其 意义 
类 似 于 拉 普 拉 斯 变换 在 连续 系统 分 析 中 所 起 到 的 作用 。 利 用 z 变 换 ， 不 但 可 以 求解 差分 方 
程 ， 简 化 LTI 离散 系统 的 分 析 ， 更 重要 的 是 通过 系统 函数 ， 可 以 深入 分 析 系 统 的 性 能 ， 对 系 
统 对 信号 的 处 理 功能 有 更 为 深入 的 理解 。 

本 章 首先 叙述 z 变换 的 定义 和 基本 性 质 ， 对 z 逆 变 换 的 基本 方法 进行 了 介绍 ， 最 后 简明 
介绍 了 复 卷 积 定 理 和 帕 斯 瓦 尔 (Parseval) 定理 ， 这 两 个 定理 在 数字 信号 处 理 理论 中 具有 十 
分 重要 的 作用 。 


3.1 z 变换 及 其 性 质 



































3.1.1 z 变 换 的 定义 和 收敛 域 
离散 信号 x(n) 的 z 变换 X(z) 定义 为 


X(z) A > x(n)z™ (3-1) 


记 为 Z[x(n)] =X(z), 或 x(n) 他 XY(z)。 式 中 , z 为 一 复数 ，n 的 取 值 范围 是 -w ~ +w。 
称 式 (3-1) 为 离散 信号 x(n) 的 双边 z 变换 。 
在 实际 应 用 中 ,常常 遇 到 因果 信号 ， 即 





~、 0 ， n<0 
t(n) =x(n)u(n) = (3-2) 


x(n), n=0 


则 有 
ZI¢t(n)] = Dx(n)z™ (3-3) 


人 
式 (3-3) 称 为 信号 x(n) 的 单 边 z 变换 。 对 于 因果 信号 ， 单 边 z 变换 和 双边 z 变换 的 结果 是 
一 致 的 。 在 进行 理论 分 析 时 ， 一 般 采 用 双边 z 变换 进行 讨论 ; 而 利用 z 变换 求解 差分 方程 
时 ， 采 用 单 边 z 变换 比较 方便 。 
式 (3-1) 、 式 (3-3) 定义 了 z- 的 无 穷 级 数 ， 在 复 变 函数 理论 中 称 该 级 数 为 以 zo =0 为 圆 
心 的 罗 郎 级 数 。 
如 果 当 |z| =1 时 即 在 z 平 面 的 单位 加 上 式 (3-1) 有 定义 ， 此 时 z=e%， 则 有 





X(ei) = >» x(n)eion (3-4) 


n=-% 


式 (3 -4) 称 为 离散 信号 x(n) 的 侍 里 叶 变 换 。 可 见 ， 离 散 信 号 的 健 里 叶 变 换 可 以 看 作 是 z 
变换 的 一 个 特例 ， 意 即 在 z 平 面 的 单位 贺 上 的 z 变换 。 
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下 面 讨论 z 变换 的 收敛 条 件 。 如 果 |X(z) |= > x(n)z 习 | <+%，, 则 称 x(n) 的 z 变 
换 收 全 。 由 级 数理 论 可 知 ，z 变换 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
> awl Bla lh syra (3-5) 
即 级 数 绝对 可 和 ， 此 时 也 称 级 数 一 致 收敛 。 对 于 离散 信和 号 的 傅 里 叶 变 换 X(e” ) ， 其 收敛 的 
充分 必要 条 件 是 





之 lz(a) le = 之 lx(m1<a (3-6) 


即 离 散 信号 满足 绝对 可 和 的 条 件 时 ， 离 散 信 号 的 健 里 叶 变 换 X(ei*) 存在 。 可 见 ， 侍 里 叶 变 
换 存在 的 条 件 更 苛刻 一 些 。 

使 7 变换 X(z) 收 钱 的 z 的 取 值 集合 称 为 X(z) 的 收敛 域 (Region of Convergence， 

ROC) 。 对 于 z 变换 X(z), 一般 其 收敛 的 区 域 为 
R_<|z|<R, 
其 中 ,，R _ 可 以 取 到 0; R ,可 以 取 到 无 穷 大 。 

计 号 x(n) 的 z 变 换 X(z) 常常 可 以 写 为 z 的 有 理 分 式 ， 即 不 (z) 0(z) =0 的 根 
称 为 X(z) 的 零点 ，R(z) =0 的 根 称 为 X(z) 的 极点 。 在 X(z) 的 极点 处 ，X(z) 将 为 奇异 
值 。 因 此 ，X(z) 的 收敛 域 中 一 定 没有 极点 。 

例 3-1 设 离散 信号 为 x(n) =a"u(n)， 试 求 z 变换 和 傅 里 叶 变 换 ， 并 求 z 变换 的 收敛 域 。 

解 : x (n) 为 一 因果 信号 。 根 据 离散 信号 z 变换 的 定义 






































X(z) 至 > x(n)z™” 三 Dy az™ 二 > (az-!)" 
n=-% 让 三 二 n=0 
若 |az |<1,， 即 |z| > |a| 时 ， 上 式 收敛 ， 则 z 变换 为 
4 








X(2) = ROC: |z|>lal 


1 -az! z-a 


收敛 域 为 |z| > |a|， 即 z 平 面 上 半径 为 |a| 的 圆 外 区 域 均 为 收敛 域 。 
再 求 信号 的 傅 里 叶 变 换 
X(ei®?) = >» x(n)eion 三 > une 三 > (ae i? )" 


n=-% 三 人 0 n=0 


当 |a| <1 时 ， 傅 里 叶 变 换 存 在 ， 有 




















6 jw 
X(e”) =] 1 ee 


-Qe 





el -a 


从 图 3-1 可 以 看 出 ,ZX(ei" ) 存 在 的 条 件 是 
X(z) 的 收敛 域 包含 :平面 中 的 单位 圆 。 

一 般 地 说 ,对 于 因果 信号 ,其 z 变换 的 收敛 
域 为 








序列 z 变换 X(z) = 





7 也 





|z| >R_ 图 3-1 因 和 及 二 -的 收敛 域 


= 
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例 3-2 设 信 号 为 x(n) = -axu( -7 -1)， 试 求 信号 的 z 变换 ， 并 求 收敛 域 。 


解 ， 本 例 信 号 为 反 因 果 信 号 ， 其 z 变换 为 
a doin 








op -1 
X(z) = >» x(n)z” = >» az” = 
n=-% n=-% m=1 m=0 
当 |a- lz|<1， 即 jz| < |al| 时 ， 上 式 收 敛 ， 则 z 变换 为 
p70 PE 
l-a z zz-a 


收敛 域 为 |z| < |al。 
一 般 地 说 ， 对 于 反 因 果 信 号 ， 其 z 变换 的 收敛 域 为 
|z| <R, 


例 3-3 设 离散 信号 为 <(n) = | - 读 ] (nm) - [去] w( -a-1)， 试 求 信号 的 变换 及 收 
伍 域 。 
解 :该 信号 为 一 双边 信号 ， 可 以 将 信号 x(n) 写 为 


Xn) =%1(n) +ra(n) 


避 (n) = -|[ 广 ]u( -n-1) 为 反 因果 信号 。 





其 中 , xi (n) = -于 为 因果 信号 ， 


由 例 3-1 及 例 3-2 可 得 
Z 1 
X1(z) = +413? ROC. 1z| > 本 
ROC. 1z| < 元 


bz) = 二 1 万， 
各 (2) 和 五 (z) 的 公共 收敛 域 为 3 < |z| < 元 ， 在 公共 收敛 域 内 ，x(n) 的 = 变换 X(z) 在 


在 ， 可 以 写 为 
X(z) a ROC : 地 <1z| < 可 
一 般 地 说 ， 对 于 双边 信号 x(n) ， 可 以 将 其 分 解 成 为 因果 信号 x,(n) 和 反 因果 信号 x,(n)， 
分 别 求 z 变 换钱 (z) 和 XX,(z)， 当 X(z) 和 XY(z) 各 上 自 收 敛 域 有 重 辣 的 公共 部 分 时 ， 将 


XI(z) 和 X,(z) 县 加 就 得 到 双边 信号 的 z 变换 X(z) ， 其 收敛 域 为 一 环 域 ， 即 
R_<|z|<R, 





因果 信号 、 反 因果 信和 号、 双边 信 号 的 收敛 域 如 图 3-2 所 示 。 


Imz 











0) 双边 信号 


b) 反 因果 信号 
图 3-2 z 变换 的 收敛 域 
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根据 复 变 函数 的 理论 可 知 ， 在 收敛 域内 ，z 变换 X(z) 为 一 个 解析 函数 ， 即 X(z) 及 其 
各 阶 导数 都 是 z 的 连续 函数 。 


3.1.2 常用 z 变换 
本 小 节 根 据 z 变换 的 定义 ， 求 一 些 常见 信号 的 z 变换 。 
1. 单位 抽样 信号 5 (x) 
由 6(n) 的 定义 可 知 ， 单 位 抽样 信号 6(n) 的 z 变换 为 
Z[6(n)] = > 6(n)z™" =6(0)z0 =1 


其 收敛 域 为 整个 z 平 面 。 
对 于 移 位 的 单位 抽样 信号 6(n -m) ， 可 得 其 z 变换 为 





Zl6(n-m)| = >» (n=m)z" =6(0)¢™ = ™ 


下 面 分 析 收 敛 域 。 当 m >0 时 ，ROC: |z|>0; 当 m<0 时 , ROC.: |z|<%。 
2. 单位 阶 跃 信号 w(n) 
单位 阶 路 信号 wx(z) 的 z 变换 为 


oo op 








Zlu(n)|] = > (Ns = Dz™ 二 (ROC: |z|>1) 
n=-% i 三 科 = 和 
3. 单 边 指数 信号 wa"z(z) 
根据 例 3-1 的 讨论 有 
Zla"u(n)] 三 > au(n)z™”" = > az™” 三 1 了 二 (ROC: |z| > lal) 
n=-% 六 三 0 — Zz 


4. 单 边 正弦 信号 sin( wn)u(n) 
ejon _e —jon 


根据 欧 拉 公式 ,sin(wn)u(n) = 可 


u(n) ， 因 此 有 


jon ( ) ]* > ( ej® ) Wi ( e-io ) ny—n 
Un = 
n=0 2] 








Zlsin(wn)u(n)]| = 2 Es 





1 ( 1 加 1 ) 
2j\1 - eioz-1 1 -eioz-! 





jo _ er-io | 

2] 1 - (el? +ei?o)z ! +z™ 
= 
z sinw 

= 1 二 (ROC : lz| > 1) 





1 -2coswz +z 


表 3-1 给 出 了 常见 信号 的 z 变换 。 
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言 ”号 z 变换 ROC 
6(n) 1 所 有 > 
5 ) m>0, |z|>0; 

nm EA 
m<0, |z|<% 
1 项 
u(n) Tp ol |z|>1 
1 交 
—-u(—-n—-1) ey |z|<1 
1 Zz 
a™u(n) 3 |z|> lal 
1 一 az Zz-—a 
1 Zz 
i 一 il< la 
1 -zy zl 
Ry(n) 1 = z|>0 
] _aNz-N es 
oo Rtn 过 >0 
Nn) l-az! 2 -1(z-a) “ 
- 1 区 
Eel"u(n) 1 joi = z|>1 
RE 
sin( wn)u(n) 0 = i z|>1 
1 -2z lcosw +z ? 2 -2zcosw+l 
1 —-z-lcosw 2 一 zcosw 
cos(wn)u(n z|>1 
Sb nA 1 -2z lcosw +z ? 2 -2zcosw+l 
= ; 
z rsinw zrsinw 
"si 7 -7 = > 
™ sin(wn)u(n) 1 -2z lreos@ +rz™? 2 -2zrcosw +r 国营 必 | 
1 -zlrcosw 2 一 arcosOW 
“cos 3 7 = > 
Coa on) ui) 1 -2z lreos@ +rz™? 2 -2zrcosw +r lz|>1r| 
1 和 
nul(n) (1 2-1) (1): |z|>1 
az -1 za 
na"™u(n) a (=a |z|> lal 
= 
az az 
—na™u( -~n—-1) (1 a ) (za) |z|<lal 








3.1.3 z 变换 的 性 质 
在 线性 离散 系统 中 ，z 变换 的 性 质 对 于 求 复 杂 信号 的 z 变换 、 简 化 系统 分 析 具 有 重要 的 
作用 。 本 小 节 介 绍 一 些 主要 的 性 质 。 
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以 下 采用 记号 x(n) 他 X(z) 表示 x(n) 的 z 变换 为 X(z)。 
1. 线性 性 质 


如 果 x(n) 人 XI(z) ,vo(n) 合 (z)， 则 





axi (n) + br, (n) OaX, (2) + bX,(z) (3-7) 
线性 性 质 可 以 通过 定义 直接 证 明 。 需 要 说 明 ， 序 列 的 线性 组 合 所 得 到 的 z 变换 ， 其 收敛 域 至 
少 是 已 (z) 和 万 (z) 的 收敛 域 的 公共 部 分 。 
2. 移 位 性 质 
双边 z 变换 和 单 边 z 变换 的 移 位 性 质 略 有 不 同 。 
(1) 双边 z 变换 
由 z 变换 的 定义 有 








ZLx( -mo)j 三 > x(n—no)z™” 


邻 m=n-no, 则 n=m+no, 故 有 


Zix(n-no)] = > x(m)z (mt) 一 zn0 >» x(m)z™ = z 0X(z) 


即 
x (nno) Oz "xX(z) (3-8) 
(2) 单 边 z 变换 
外 | 和 DEE no)s™ = Bm) 
= Dm) sm)am] = [ra + DCm)z™] 
即 J ES 
x(n -no) Oz™ [Xz) + 5 x(m)z-™] (3-9) 


式 (3-9) 在 利用 z 变换 求解 差分 方程 时 特别 方便 ， 有 
Z[x(n-1)] =z- 1X(z) +x( -1) 
Z[x(n-2)] =z *X(z) +x( -1)z-!+x( -2) 





Z[x(n-i)] =z iX(z) +x( -1)z tl +x( -2)z7 i + tx( it+l)z ! +x( -i) 
移 位 序列 的 z 变换 ， 其 收敛 域 除了 可 能 在 z =0 或 z= w 处 发 生 改 变 外 ， 其 收敛 域 和 X(z) 
的 收敛 域 相同 。 


应 当 指出 ，z 变换 的 性 质 中 ， 除 移 位 性 质 双边 z 变换 和 单 边 z 变换 不 同 外 ， 其 余 性 质 
双边 z 变换 和 单 边 z 变换 均 相 同 。 以 下 讨论 中 不 再 对 单 边 z 变换 或 双边 z 变换 进行 严格 


区 分 。 
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3. 指数 序列 相 乘 
指数 序列 相 乘 的 性 质 可 以 表示 为 


(mx [三] (3-10) 
事实 上 ,根据 z 变换 的 定义 ， 有 
ls 


n= 一 


可 以 看 出 ， 若 X(z) 有 一 个 极点 在 z=z, 处 ， 则 xX 三 有 -个 极点 在 z= zp 处。 当 如 为 


实数 且 |z| >1 时 ， x 志 jx) 的 压缩 ， 当 |z | <1 时 ， x 二 Xa) 的 扩展 。 
特别 地 ， 当 za =ei% 时 , 令 z=el*， 即 在 z 平 面 的 单位 贺 上 变化 ， 则 有 


op 


zeman)] | oo = Pee = Dm)eie)" -MTeioro] 


n= 一 用 三 一 2 


(3-11) 

















式 (3-11) 称 为 信号 傅 里 叶 变 换 的 频 移 性 质 。 
例 3-4 已 知 Z[w(n)] = 了 





| 一 ，(|z|>1), 试 求 Z[r"cos(won)u(n)]。 


解 ， 由 于 r?cos(won) -这 [ (rei%w%)"+ (re-i”%)"]， 由 指数 序列 相 乘 的 性 质 有 


1 
ee > 
1 — (rei® )z-! ge 


; Z 
(rel%o ) un 





(em)ru(m 全 一 | ; (|z| >7) 


(re -i%o )z-! 2 


由 线性 性 质 得 


Zi[rcos(won) Ju(n)} = 17Z2 1/2 


不 
1 - reioz- 1 -reTioox 





-1 


1 — rcos woz-! 


= ; > 
1 - 2rcos woz-1 + rz 《| ) 





4. 下 (z) 的 微分 
X(z) 的 微分 性 质 为 


m(n) -ze (3-12) 
其 性 质 可 以 证 明 如 下 : 
由 z 变换 定义 有 


XX(2) = >» x(n)z™” 


n=—-% 


等 式 两 端 对 z 求 导 并 同 乘 以 z 得 
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oo 


z 伴 SE >» (—n)x(n)z™"! = 一 > [nx(n) J]z™” 


一 ， n=-% 


故 


dX < EE 
-2 2 Ln) = ZLnx(n)|] 


例 3-5 试 求 na"u(n) 的 z 变换 。 
Ne 


1-az! z-a 











Z[na"u(n)|]= -z 工 | i 
S. 时 间 倒 置 
时 间 倒 置 性 质 可 以 表示 为 
大 -Ex 二 | (3-13) 


由 z 变换 定义 


Zix(-n)| = > x(—n)z™” 


n=—-% 


op 


ZLx(-7m)] = > x(m)z™” = >» x(m) 是 X( 二 ) 


三 一 2 1 三 一 2 Z 
应 该 注意 ， 对 于 可 用 有 理 分 式 表示 的 :变换 ，X| 二 ] 的 极点 正好 是 X(z) 的 零点 。 
6 时 域 卷 积 定理 
时 域 卷 积 定 理 可 以 表示 为 


x (Cn) #2 (n) OX (2z) YX, (2z) (3-14) 
下 面 证 明 时 域 卷 积 定 理 。 设 


y(n) = mn) mn) = mk nh) 


则 


Ya)= > yz = 之 [mo 人]z 
o k=-_% 


刀 三 一 2 n=— 


= 之 [ > xi (kx nk)]z™” = > wi(k)z >» [x (n — hk)]z-("® 


n=-% k=— = 
= Xi(z)X,(z) 
z 变换 的 卷 积 定 理 是 线性 离散 系统 的 一 个 非常 重要 的 定理 ， 利 用 卷 积 定理 ， 可 以 把 时 域 
中 的 卷 积 和 计算 转化 为 z 域 中 的 相 乘 运算 ， 使 得 我 们 可 以 采用 变换 域 的 观点 来 分 析 线 性 离散 
系统 ， 对 系统 的 某 些 本 质 特性 有 更 为 深入 的 认识 。 
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3.2 z 道 变 换 


已 知 信号 x(n) 的 z 变 换 X(z)， 由 X(z) 求 得 x(n) 的 过 程 称 为 z 逆 变换 ， 记 为 
x(n) =2Z-"[X(z)] (3-15) 





求 z 逆 变换 通常 有 三 种 方法 : 客 级 数 展开 法 、 部 分 分 式 展开 法 、 围 线 积 分 法 。 下 面 分 别 
介绍 。 


3.2.1 窜 级 数 展开 法 求 z 逆 变 换 
由 z 变换 的 定义 


(2) = >» x(n)z™” 


n=—-% 


因此 ， 给 定 一 个 z 变换 X(z) ， 只 要 在 收敛 域内 将 其 展开 成 为 z -的 级 数 〈 称 为 罗 妇 级 数 ) ， 根 
据 其 系数 的 表达 式 就 可 以 求 得 x(n)。 在 求 z 逆 变 换 的 解析 表达 式 比 较 困 难 或 只 需要 求 x(z) 的 
前 几 项 时 ， 可 以 采用 长 除法 来 求 得 x(n) 的 具体 表达 式 。 


例 3-6 已 知 X(z) =e*，|z|>0, 求 x(n)。 
解 : 由 于 e* = 1 + 人 令 w= 上 ， 则 X(z) 为 
X(z) = be (2 = 2 ee 
故 得 
wy = uln) 
例 3-7 已 知 X(z) =lIn (1+az-!1), 求 x(n)。 


2 3 n 
解 : 和 令 u=az-!， 则 X(z) 为 
n 


In(1+az) = > (1)"! 9 (|z|> a) 


二 


x(n) =( -1 (n>1) 


例 3-8 已 知 X(z) =2 (1 -Be +) (1 7), 求 x(n)。 
解 : 展开 X(z) 有 
1 1 _ 
X(z) SR : 


故 可 得 
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CR) 





ny en -38(n+1) = + 了 36(n-1) 


3.2.2 部 分 分 式 展开 法 求 z 逆 变换 
在 线性 时 不 变 离散 系统 的 分 析 过 程 中 ， 常 常 可 以 遇 到 形 如 有 理 分 式 的 z 变换 





2 有 
Drz + +biz+bo B(z) 
总 去 C=0 三 M 1 0 到 Zz 3-16 
1 > avz" + az + ao 4(z) ( ) 
12 


其 中 N=M。X(z) 的 极点 可 以 由 4(z) =0 求 根 得 到 。 设 极点 为 四 ,zy，…,zw 各 异 , 则 X(z) 可 
以 写 为 




















_ B(z) | 
0 0 
首先 考察 因果 信和 号 的 z 道 变换 。 考 虑 到 
Zla"u(n)|]= (lz | >a) 
故 可 以 将 4 他 展开 为 
2) K, 天 K, 
| = ee |z| >max{ |z1 |,……, |zn|} (3-18) 
因此 
X(z) = 天 0 人 十 十 天 -元 |z| >max{ |z1|,…, |zn|} (3-19) 
所 以 
x(n) = Kod(n) + Kul ) (3-20) 
下 面 考察 系数 后 ,有 ,… ,K 的 计算 。 将 式 (3-18) 两 端 同 乘 以 :有 
2 x ) =Ko + 人 
ZZN 
故 
K, =X(0) C9 


同 理 可 得 


Ki=(z-m) i=1,2,.,N (3-22) 





对 于 反 因果 信和 号， 收敛 域 为 |z| < min{ |z |,…, |zw|}， 此 时 z 逆 变换 可 以 表示 为 
x(n) = Ky6(n) - DE -1) (3-23) 


对 于 双边 信号 ， 可 以 将 X(z) 根据 收敛 大 分 为 因果 信和 号 对 应 z 变换 (2) 和 反 因 果 信 号 
对 应 z 变换 X,(z) ， 然 后 根据 式 (3-20) 、 式 (3-23) 写 出 z 逆 变换 。 

如 果 X(z) 含有 高 阶 极 点 ， 则 部 分 分 式 分 解 的 方法 略 有 不 同 。 为 简单 起 见 ， 这 里 仅 考 虑 因 
果 信和 号 的 z 道 变换 。 不 失 一 般 性 ， 设 z =zi 为 7 阶 极 点 ， 而 z, ,1 ，,… ,zn 均 为 单 极点 ,将 X(z) 展 
开 为 











X(z) _ Ko Ki Ki, Ki, u 


em -a 
z z (z-2z)” (z-2) 2 一 3 i=rt1Z 一 人 


2 i=r+1,r+2,…,N。 下面 看 Ki;,i=1,…,r 的 求 








(3-24) 


其 中 ,Ko =X(0), Ki=(z-z)— 


解 。 式 (3-24) 两 端 ee 有 
"0 








:Ko Fa 
= (z—21) 二 +h +(z 一 21)K + +(z—2z 


(z — 21)" 
于 是 有 





ly 


t=r+ 


Kii = (z— 1) 


Z=2] 


将 (z -a1)" (全 对 z 求 一 次 导数 有 








—z)" li(r-1)z+z 
a [a)" 22]= 2 2 I 


z 


VN r-l 
(r-1) (za) K+ K(z—-z)"[(r—1)z+z] 














i=r+l (z -2z;)? 
于 是 
= 二 [Ga _ 
一 般 地 
1 ,X (2) Sr 
Ra Cy 交 | [一 25 ssT (3-25) 
而 
Kliz Ss n(n—-1): (到 一 i+2) 一 i+t+l1 
(z -2 ): Ki; (i—-1)! u(n), (|z|> |z|) 
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x(n) = Kod(n) + De eh ead ed 
| 


本 
Cdl zn tlh (n) 十 2 Kruln) (3-26) 


例 3-9 设 X(z) = 试 对 下 列 收敛 域 分 别 求 z 逆 变 换 x(n)。(1) |z| >2; 


z 
(z+1)(z-2)? 
(2) |z|<1; (3) 1< |z| <2。 

解 : (1) 收敛 域 为 |z| >2 时 ，z 逆 变 换 为 因果 信号 。 有 














X(z) _ 2 时 Ki Lg 
z (z+1)(z-2) z+l1 z-2 
X(z) -1 1 
天 | =(z+1) 本 = 
K,=(z pa - 子 
Zz 三 2 
故 得 
X(z) 1 xz 2 多 


人 
z 逆 变 换 x(n) 为 
1 2 
wn =|st -1)"+(2) lun) 
(2) 收敛 域 为 jz| <1 时 ，z 逆 变换 为 反 因 果 信 号 ， 因 此 有 
1 2 
«(mn) =[ -地 (-D"- 子 (2) "| -nr-1) 


(3) 收敛 域 为 1 < |z| <2 时 ,，z 逆 变 换 为 双边 信号 ， 可 以 将 X(z) 写 为 
X(z) =X1(z) +X,(z) 


其 中 ,XX (z) = 序 壹 T，( |z| >1) 为 因果 信号 变换 ;和 (2) = 于 二，( |z| <2) 为 反 因 











1 2 
x(n)=3 -un 一 本 (2) -nn-1) 




















3 ， 2 
例 3-10 设 X(z) = 一 一 5, 求 x(n)。 
(2-3 
解 : 将 引 分 解 为 (2 本 Ki 下 Ki, 二 Ks 
” 
“2 人 2 
其 中 
T 这 3 
==- 二 | 本 本 +2) ee 
fr LP x | | 
A (: 本 ] ,= (2+1) a 
1 d 3 X(z) 加 
天 13 2 | ee | a 
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所 以 
3 


一 


Ne 


ee [Fn i +4n+1](3] un) 





3.2.3 围 线 积 分 法 求 z 逆 变 换 


围 线 积分 法 是 求解 z 逆 变 换 的 重要 方法 ， 在 采用 z 变换 分 析 系 统 方 面具 有 重要 作用 。 由 
z 变换 的 定义 





op 


光 (Z 二 > x(n)z™” 


用 三 一 2 


两 端 同 乘 以 z*-! ， 在 收敛 域内 选择 一 条 围绕 原点 逆 时 针 旋 转 的 闭合 曲线 C 求 积分 ， 得 








al | _ | S —n+k—l 
二 dz = 人 之 “(m)z dz 





(3-27) 
= 1 之 + 加 
之) 5 
由 复 变 函数 理论 中 的 柯 西 积分 定理 
1 志 放 ] ; k 二 1 
gr dz 二 
2TjC 人 kl 
故 有 
1 -Or qa = l; n=k 
2Tj C 人 7 天 天 
即 式 (3-27) 右 端 的 积分 仅 有 n= 一 项 不 为 零 ， 故 得 
1 hl 
2) dz = x(k) 
记 为 
x(n) = 中 X(z)z"- ldz (3-28) 
27] 卜 
式 (3-28) 就 是 采用 围 线 积分 计算 z 逆 变 换 的 公式 。 如 果 收 敛 域 在 z 平 面 上 包含 单位 圆 ， 则 
选 z==ei?s， 有 z-1dz |,_wo=d(lnz)|,_ww=d(jw) =jdo， 则 式 (3-28) 变 为 
x(n) = | X(el) eldz (3-29) 



































式 (3-29) 称 为 离散 信号 的 傅 里 叶 反 变换 。 可 以 把 离散 信号 的 全 里 叶 变 换 、 健 里 叶 反 变换 的 
公式 一 并 列 写 如 下 
X(ei) = > x(n)e-j%, 正 变换 

丰富 二 可 (3-30) 
0 去 | X(eio)eio"dw; 反 变换 
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式 (3-30) 是 数字 信号 处 理 中 应 用 最 广 的 公式 之 一 。 
如 果 X(z) 为 有 理 函 数 ， 采 用 留 数 定理 计算 围 线 积 分 x(n) 非常 方便 ， 有 
x(n) = 7 = Ky + hy + +hy 





加 (3-31) 
三 > [X(z)z”"-! 在 C 内 极点 z = z 处 的 留 数 ] 
i=1 


其 中 Ki ，K, ，…，Kw 分 别 表 示 X(z)z" -在 极点 zi ,zy ,zw 处 的 留 数 。 如 果 X(z)z"-! 的 分 
母 包含 zx=z; 的 单 极点 ， 则 相应 的 留 数 为 
K,=lim(z -2z,)X(z)z"-! (3-32) 





如 果 (z)z” 的 分 母 包含 z=z 处 的 r 阶 极点 ， 则 相应 的 留 数 为 


1 dr 
Kj = (7 二 1 ee 


当 X(z) 为 无 理 函 数 时 ， 原 则 上 也 可 以 采用 留 数 定理 计算 围 线 积分 ,但 是 计算 可 能 比较 麻烦 。 
例 3-11 用 围 线 积分 法 求 





[C2 RC (3-33) 























2 
X =— < (azl 
(2) (z—-1)*(z—a) 0 
z 的 逆 变 换 。 
n+l 
解 : 由 于 久 (z)z"-! 1 3 ) 共有 个 二 阶 极点 z=1 和 一 个 一 阶 极点 z = w， 
2 一 z—a 
于 是 
站 而 = 让 X(z)z-1dz = 天 | + 天 
27] [ , 2 
其 中 
本 上 了 本 ad zn +l 
| 
Jim + (2 -a) -2 (n+1) 1 
sl (za)? (1-a) (1-a)? 
n+l n+l n+l 
_1: a Z zn-1 = lim 三 a 三 a 
hel li | | (a-1)’ (1-a)? 
从 而 得 
eT es n=0,1,2,.… 


(1-a) (1-a)? 
3.3” 复 卷 积 定 理 和 帕 斯 瓦尔 定理 


3.3.1 复 卷 积 定 理 


前 面 已 经 介绍 过 卷 积 定理 ， 两 个 离散 信号 的 卷 积 和 的 z 变换 为 信号 各 自 z 变换 的 乘 
只 。 即 
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wi (nN) * wa(n) OX (z)Y,(z) 


卷 积 定理 为 线性 离散 系统 的 分 析 提 供 了 重要 的 工具 和 方法 ， 在 此 基础 上 产生 了 线性 离散 
系统 的 z 域 分 析 方 法 ， 第 4 章 要 对 此 进行 较为 深入 的 研究 。 

本 小 节 我 们 看 一 个 和 卷 积 定理 所 处 理 问 题 的 相反 问题 : 已 知 两 个 时 域 离散 信号 xi (n) 
和 x,(n) 的 z 变换 为 X(z) 和 XX,(z)， 如 何 用 它们 的 映射 关系 表示 信号 xj(n)x,(n) 的 z 变 


换 ? 令 





y(n) =%1(n)%(n) 
则 


Y(z) = Z[xi(n)x(n)] = > wn)w(n)z™ 


由 于 和 (= 于 站 各 (0)v do 其 中 C 是 加 (z) 在 收敛 域内 道 时 针 旋转 的 闭合 曲线 ， 
则 有 


Y(z) = > (由 0) (£) wa 


三 二 [> (£) |g (3-34) 


-1 
~ 27jic, 


在 上 式 推导 过 程 中 ， 对 求 和 和 积分 顺序 进行 了 交换 ， 由 于 变换 存在 的 条 件 是 绝对 收 化 ,办 
此 这 种 交换 是 允许 的 。 不 过 ， 要 使 式 (3-34) 成 立 ， 应 当 要求 C; 是 位 于 多 [三 和 总 (o) 公 
共 收 伍 域 内 着 时 针 旋转 的 闭合 曲线 。 同 样 可 以 推导 得 出 


XI (Ej) a 








A i OL at (3-35) 


vv 
式 (3-34) 、 式 (3-35) 就 是 称 为 复 卷 积 定理 的 表达 式 。 为 了 说 明 其 意义 , 设 z = re”， 
v=pe”， 其 中 +、p 为 常数 ， 则 有 


vildv=d(lnv) =d(lnp +j0) =jd0 


其 中 Ci 是 位 于 入 (v) 和 九 [ 三 公共 收 全 域内 逆 时 针 旋 转 的 闭合 曲线 。 


故 
Y(z) = Y(rei? ) = 记 | oe [Tee J 
| x {Telo-® |Xs(pei?) do OD, 
-ee 2 
这 可 以 看 作 是 复 变量 (pe*) 和 大 [二 ee [或 部 二 ee ) 和 和 Xpew) ] 的 卷 积 ， 故 称 为 复 
卷 积 。 由 式 (3-36) 可 以 看 出 ， 复 卷 积 Y (z) 是 0 的 周期 函数 ， 故 又 称 为 周期 卷 积 。 
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当 积分 曲线 为 单位 圆 时 ，" =e*， 同 时 取 z=e*， 则 式 (3-36) 变 为 


Xe) = | Xi(el) Ll elo Jdg 
tn (3-37) 
| 入 [ei(2-0) ]X, (ei9)d0 





式 (3-37) 称 为 离散 信号 侍 里 叶 变 换 的 周期 卷 积 。 


3.3.2 帕 斯 瓦 尔 定理 











在 离散 信号 分 析 中 ， 常 常 要 计算 信号 的 功率 谱 或 能 量 谱 ， 或 计算 序列 的 二 次 方 和 等 。 由 
斯 瓦尔 定理 提供 了 时 域 和 z 域 之 间 的 变换 关系 ， 也 为 功率 谱 的 估计 提供 了 基础 。 
设 y(n) =xi(n)xo(n)， 则 


























Y(z) = 之 wn) wn)z™" 


n= 一 


1 二 
Y(z) = 二 让) 三 1gy 
设 Y(z) 的 收敛 域 包含 单位 圆 |z| =1， 则 有 
VD lss > mt XX ro 


令 和 Cn) =x(n), x (n) =x*(n), 则 wi(n)xs(n) = |x(n)|， 故 有 


和 | 城关 二 3X (Co )v dv (3-38) 
特别 地 ， 取 C : |z| =1 为 单位 圆 ， 则 有 
| 去 XemI (ew) do = 二 呈 |X(e?) |2dw (3-39) 


n= 














式 (3-38)、 式 (3-39) 即 为 帕 斯 瓦 尔 定理 。 它 的 物理 意义 是 : 信号 的 时 域 总 能 量 等 于 信号 能 
量 谱 在 一 个 周期 的 平均 值 。 
例 3-12 试 求 信 号 x(n) =a"u(n) (lal|<1) 的 二 次 方 之 和 。 








解 : X(z) = |z|>lal 


zz—a 
由 帕 斯 瓦 尔 定理 得 到 


1 7 1 
27TjJcv -al-av 





= 
sv dv 


oo | 
之 |x(P) | 二 XX (vw 1 )y 1 gy 














取 收 敛 域内 的 闭合 曲线 C 为 单位 圆 ， 显 然 C 中 仪 包含 极点 z=a， 由 留 数 定理 得 
< ; 4 zl! 1 
> lz)P = im[( -a) | 


n=— z2-al-az” 1- laF 
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本 章 小 结 
















































































本 章 介绍 了 zx 变换 的 定义 及 基本 性 质 ， 给 出 了 典型 离散 信和 号 的 z 变换 ， 对 因果 信和 号、 反 
因果 信号 及 双边 信号 z 变换 的 收敛 域 进 行 了 讨论 。 对 z 道 变换 ， 介 绍 了 按 罗 郎 级 数 展开 、 部 
分 分 式 分 解 及 围 线 积分 三 种 求 z 道 变换 的 方法 ， 最 后 介绍 了 复 卷 积 定理 和 帕 斯 瓦 尔 定理 ， 这 
些 定理 在 离散 系统 和 离散 信和 号 分 析 中 起 着 重要 作用 。 

习 题 

3-1 ， 试 求 以 下 序列 的 z 变换 ， 并 求 其 收敛 域 。 

(1) 27"u(n); (2) -3"x( -7-1) (3) 37"u(n) -2 "uu( -nn) 

(4) 6(n) +6(n -1) -6(n—-3) (5) 2°[u(n) -ul(n—-5)] 

3-2 ”判断 习题 3-1 中 各 小 题 各 序列 的 傅 里 叶 变 换 是 否 存在 ， 如 果 存 在 ， 试 写 出 其 傅 里 
叶 变 换 。 

3-3 已 知 序列 x(n) 的 z 变 换 为 YX(z)， 试 用 X(z) 表示 如 下 序列 的 z 变换。 

(1) g(n) =x(2n) (2) gln) =z| | (3) g(n) =x(n) 

(4) g(n) =x( -n) (5) g(n) =nx(n) ro 二 

0， nn 为 奇数 

3-4” 试 求 下 列 X(z) 的 z 首 变换 x(n)。 

(1) 站 六 = 于 al>a (2) X(#) = lal<e 

(3) X(z) = 一 一 一 一 -，|z| > 六 (4) XD = 一 2 一， lz > 二 

人 WE 
本 三 3 
(5) X(z) = 0.5<|z| <2 


3-5 ”利用 卷 积 定理 求 y(n) =x(n) *h(n), 已 知 . 
(1) x(n)=au(n), h(n) =6(n -2) 
(2) x(n) =au(n), h(n)=u(n) -u(n-N) 
本 已 知 ? 变 换 区 (2) = 一 -7( |z|>0.5) ,和 %(z) = 了 5-( |z| <0.5)， 利 用 复 卷 
积 定理 求 y(n) =xi(n)xs(n) 的 传 里 叶 变 换 Y( ej* )。 
3-7 一 个 实 值 稳定 序列 x(n) 的 自 相 关 函 数 定义 为 





ri(m) = > x(n)x(n+m) 


n= 一 % 


试 证 明 7,(m) 的 z 变换 为 R.(z) =X(z)XCz  )。 


第 4 曹 线性 时 不 变 离 散 系 统 的 变换 域 分 析 


第 3 章 中 ， 我 们 讨论 了 z 变换 的 定义 、 性 质 及 z 逆 变换 的 方法 。 本 章 将 以 离散 信号 的 
z 变换 及 傅 里 叶 变换 作为 基本 工具 对 线性 离散 系统 进行 变换 域 分 析 。 在 线性 离散 系统 的 分 析 
中 ， 系 统 函数 是 表征 系统 性 质 和 特征 的 重要 工具 ， 其 零 极 点 分 布 不 仅 广泛 应 用 于 离散 系统 的 
分 析 ， 而 且 应 用 于 系统 因果 性 和 稳定 性 等 定性 性 质问 题 。 进 一 步 ， 采 用 单位 加 上 的 z 变换 即 
傅 里 叶 变换 ， 得 到 系统 的 频率 特性 。 从 频率 特性 的 角度 出 发 ， 讨 论 了 理想 滤波 器 的 特点 ， 引 
入 了 全 通 系 统 和 最 小 相位 系统 的 概念 ， 这 些 概念 是 分 析 线性 时 不 变 离散 系统 的 重要 基础 。 最 
后 给 出 了 采用 信号 流 图 描述 线性 离散 系统 基本 结构 的 主要 方法 。 
































4.1 线性 时 不 变 离 散 系 统 的 z 域 分 析 





在 离散 信号 与 系统 的 研究 中 ，z 变换 是 一 种 重要 的 工具 ， 它 不 但 可 以 将 描述 离散 系统 的 
差分 方程 转换 成 为 简单 的 代数 方程 ， 简 化 离散 系统 的 分 析 ， 而 且 通 过 系统 函数 的 零 极点 分 
布 ， 可 以 分 析 系 统 的 响应 特点 、 稳 定性 等 重要 特征 ， 形 成 了 离散 线性 系统 的 z 域 分 析 这 一 重 
要 领域 ,其 重要 性 类 似 于 拉 普 拉 斯 变换 对 于 线性 连续 系统 的 地 位 及 作用 。 


4.1.1 用 z 变换 求解 差分 方程 
线性 时 不 变 离散 系统 的 差分 方程 可 以 写 为 

















N M 
Daryln 一 下) = Dbx(n —r) (4-1) 
二 


k=0 
式 中 ,x(n) 为 系统 输入 信号 ; y(n) 为 系统 输出 信号 。 不 失 一 般 性 ， 假 定 输入 x(n) 为 因 
果 信 号 ， 即 当 n<0 时 有 x(n) =0。 对 式 (4-1) 两 端 取 单 边 z 变换 ， 考 虑 到 位 移 性 质 有 


VN | M 
Ze [YCz) + 》 yDzt]= Db X() (4-2) 
= 1= -hk r=0 


式 中 ，y( 有 ) ,k= -1, -2,…,- 和 表示 系统 的 初始 状态 。 由 式 (4-2) 可 以 得 到 输出 信号 y(n) 
的 z 变换 Y(z) 为 





M N kl 

> Diz = >» of Dy(m —k)z™ 
7(z) 三 < X(z) 尝 k=0 2 

Dy az Dy az 

k=0 k=0 


= Yi(z) + Y,(z) 


) 
于 
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M 
2 bz 
Yi(z) = xX(z) (4-3) 
>» arz 
I 
- Ya es — kk)z™ 
万 (z) = 名 (4-4) 
Da 


Yi(z) 表示 系统 初始 状态 为 零 时 ， 仅 由 输入 家 号 所 引起 的 响应 分 量 的 z 变换 ， 了,(z) 表示 输 
入 信和 号 为 零 时 ， 仅 由 系统 初始 状态 引起 的 响应 分 量 的 z 变换 。 于 是 输出 信号 可 以 写 为 
y(n) =Z [YXz)] =2Z7 [7 (zs)] +2 [Y,(z)] 
=Yy1(n) +y,(n) 
称 y(n) 为 系统 输出 的 零 状 态 响 应 分 量 ，》 (z) 为 系统 输出 的 零 输入 啊 应 分 量 ， 系 统 输出 
y(n) 是 零 状态 响应 we 





(4-5) 




















如 果 y( -1) =0, y( -2) =0,…,y( -N) =0， 此 时 系统 的 响应 称 为 零 状态 响应 ， 显 然 ， 
对 零 状 态 响 应 ， 系 统 输出 y(n) 0 
M 
DD bz 
Y(z) = = X(z) A H(z)X(z) (4-6) 
> az 
不 三 从 
其 中 
M 
2 02 
H(z) = 乞 ? (4-7) 
和 


称 为 系统 函数 。 系 统 函 数 在 线性 时 不 变 :离散 系统 分 析 中 具有 十 分 重要 的 作用 ， 后 面 还 要 详细 
讨论 。 

例 4-1 已 知 离散 系统 的 差分 方程 为 

y(n)-(atb)y(n-1) t+aby(n -2) =x(n) 

其 中 x(n) =c*u(n), y( -1) =0, y( -2) = 试 求 系统 的 输出 y(n)(n 二 0)， 并 指出 零 状 
态 响应 分 量 y(n) 和 和 零 输 入 啊 应 分 量 y, (n)。 

解 : 对 差分 方程 两 端 求 z 变换 ， 考虑 初始 条 件 有 

Y(z) —- (a+b)z-!Y(z) +abz *[Y(z) +Y] =X(z) 





求 得 
abYyz 
Y(z) = Ce -2 一 2 -1 -2 
1-(a+b)z +abz 1-(a+b)z +abz 
22X(z) abYo 





pC Cn ee 
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考虑 到 X(z) =-， 将 进行 部 分 分 式 分 解 ， 得 
Yi(z) = Zz Ki 二 人 2， + 人 3 
z (z-a)(z-b)(z-c) z-a z-b z-ce 
其 中 
村 _ a? 
人 , (a-b)(a-e) 
ee _ b 
= ,, (ba)(b-e) 
Si p02 0 
Me (ceal(c-D 
零 状态 响应 分 量 为 
1 及 十 1 n+ 1 计生 
n= [rp ee ee 区 
42 进行 部 分 分 式 分 解 ， 得 
Y,(z) -abYo _Mo Mi M, 
Zz zz-a)(z-b) z Zz-a z-b 
-bYo ayo 
Mo = — Yo, Mi = M, = 
零 输 入 响应 分 量 为 
y(n) = l(b -a)6(n) - (ba" -ab")u(n)] 


系统 输出 为 
y(n) =y(n) +y(n) 


4.1.2 系统 函数 H(z) 


.系统 函数 的 定义 


线性 离散 系统 的 系统 函数 定义 为 系统 的 零 状态 响应 的 z 变换 和 因果 输入 信号 的 z 变换 
之 比 





H(z) SS 本 (4-8) 
对 于 由 线性 差分 方程 描述 的 系统 ， 在 零 状态 的 条 件 下 ， 可 以 得 到 系统 函数 的 描述 为 
M 
2 biz | 


H(z) = 20 到 NM Lo (4-9) 
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对 实际 系统 ， 一 般 规定 N= 寻 。 式 (4-9) 可 以 写 为 因 式 分 解 的 形式 ， 即 


M 
Ilda — zz!) 

H(z) = 历 导 一 一 一 一 (4-10) 
[Ga -Piz7) 


k=1 
其 中 有 = 守 为 实 常数 ， 式 (4-9) 右 端 分 子 、 分 母 同 乘 以 z 可 得 
0 


N-M+1 M 


boz" + bz + + by_iz 


N N-1 
Qo0z + alz 十 十 QN_1Z 十 QN 


+ byz"- 
H(z) = 一 





M M-1 ,... (4-11) 
boz +b1z 十 + byiz+6b 


本 N N-1 


M f= 
zt M 
a0z + alz + + +aw_lz+ayw 





写 为 因 式 分 解 的 形式 ， 得 
M 
I (:-:,) 


H(z) = HY 二 -一 一 (4-12) 


N 


II (z — py) 
k=1 


由 此 可 见 系统 函数 的 极点 为 : z = pj,hk=1,2,…,N; 零点 为 : z =z,,r=1,2,…,M, z=0， 
N-MCV-MNME0) 阶 。 因 此 ， 系 统 函 数 H(z) 可 以 用 z 平 面 上 的 零 极点 分 布 来 决定 。 

由 于 及 (z) 对 不 同 的 收敛 域 ， 其 道 变换 是 不 同 的 ， 一 般 情 况 下 ， 我 们 限制 系统 为 因果 
的 。 这 样 就 可 以 用 H(z) 零 极点 的 分 布 来 描述 系统 的 特性 。 

2. 系统 函数 豆 (z) 的 意义 

由 系统 函数 的 定义 可 知 ， 离 散 系统 零 状 态 响应 的 z 变换 为 





7(z) | 过 状态 =H(z)X(z) (4-13) 
令 x(n) =6(n)， 则 X(z) =1， 于 是 
Y(z)| 零 状态 =H(z)* 1 =H(z) (4-14) 





而 当 x(n) =6(n) 时 ， 系 统 的 零 状 态 响应 为 单位 抽样 响应 h(n) ， 故 有 
H(z) =Z[h(n)] 
或 
h(n) =Z-1[ H(z)] 
可 见 h(n) 和 H(z) 是 一 对 z 变换 对 ， 即 
h(n) OH(z) (4-15) 
因此 ,H(z) 在 z 域 中 的 特点 可 以 描述 h(n) 在 时 域 中 的 特性 。 系 统 函 数 了 H(z) 为 人 们 了 解 
离散 系统 时 域 和 z 域 中 的 关系 建立 了 联系 。 
我 们 知道 ， 线 性 时 不 变 离散 系统 的 零 状态 响应 是 系统 单位 抽样 响应 h(n) 和 输入 x(n) 
的 卷 积 和 ， 即 
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yn) = hn) xx) = > h(k)x(n—k) (4-16) 


由 卷 积 定理 ,H(z)X(z) =Z[h(n) *x(n)]， 因 此 可 以 由 式 (4-13) 两 端 求 z 逆 变换 求 得 系统 
的 零 状 态 响应 
y(n) = 2 h(k)r(n = E) = 2 [H(z)X(2)] (4-17) 


式 (4-17) 表明 ， 可 以 将 时 域 中 复杂 的 卷 积 和 运算 简化 为 z 域 中 的 相 乘 运算 ， 这 在 许多 情形 
下 可 以 简化 运算 ,拓宽 了 分 析 的 范围 。 
3. 系统 函数 瓦 (z) 对 系统 响应 的 影响 
根据 系统 函数 有 H(z) 的 极点 分 布 ， 可 以 定性 分 析 系 统 单位 抽样 响应 的 特点 。 设 H(z) 的 
所 有 极点 互 异 ， 即 均 为 一 阶 极 点 ， 由 式 (4-12) 得 
1 
H(z) = fhe OO (4-18) 


[lz 一 Pi) 
i=1 





对 全 全 进行 部 分 分 式 分 解 有 


Zz 








) 
于 


Ks = H(0) = HS 


= Hp ,i 2 (4-19) 
a II (pi 一 万 ) 
j=1,j#i 


设 系 统 为 因果 系统 ， 则 可 以 求 得 单位 抽样 响应 为 


K; = (z -pi) 











kK.z 
|]= Ken) + DKilp) un) (4-20) 
i 下 


之 一 


ha) = | 
i=1 


从 式 (4-20) 可 以 看 出 ， 离 散 系统 的 单位 抽样 响应 h(n) 的 响应 形式 完全 由 系统 函数 有 H(z) 的 
极点 p; 决定 ， 而 由 式 (4-19) 可 以 看 出 ,h(n) 非 零 指数 解 分 量 各 项 的 系数 由 H(z) 零点 和 极 
点 共 同 决定 。 因 此 ， 由 有 H(z) 零点 和 极点 的 分 布 可 以 完全 决定 系统 的 单位 抽样 响应 h(n) 。 

系统 函数 H(z) 的 一 阶 极 点 分 布 对 因果 系统 单位 抽样 响应 h(n) 影响 的 示意 图 如 图 4-1 
所 示 。 应 当 注 意 ， 由 于 H(z) 的 分 母 多 项 式 系数 均 为 实数 ， 故 当 极点 为 复数 时 ， 总 是 以 共 斩 
对 的 形式 出 现 的 。 而 这 对 共 思 极 点 对 应 的 响应 分 量具 有 衰减 或 增幅 振荡 形式 。 
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图 4-1 H(z) 的 一 阶 极点 分 布 对 h(n) 分 量 影响 的 示意 图 





4. 1.3 离散 系统 的 稳定 性 
在 第 3 章 曾 指出 ， 一 个 线性 离散 系统 是 输入 -输出 稳定 的 ， 其 充分 必要 条 件 是 


op 


全 [h(n)|<% (4-21) 


现 讨 论 系统 函数 有 (z) 在 什么 条 件 下 式 (4-21) 满足 ， 由 于 系统 函数 是 系统 单位 抽样 响应 
z 变换 ， 因 此 


H(z) = > h(n)z™” (4-22) 


注意 ， 式 (4-22) 中 求 和 的 下 限 为 n= - w ， 这 表示 h(n) 可 以 是 双边 序列 。 当 有 (z) 在 单 
位 贺 上 收敛 时 


2 h(n) 


n=—-% 





IH( < _ oo 





Fae) 


即 H(z) 在 单位 圆 上 无 极点 时 ， 线性 离散 系统 是 稳定 的 。 
对 于 因果 系统 ， 其 收敛 域 为 |z| >R_ ， 如 果 系 统 是 稳定 的 ， 则 要 求 收敛 域 必须 包含 单位 
圆 ， 即 














lzl=1 


lz| >r :0 <r<l 
因此 ， 因 果 稳 定 系 统 中 ,H(z) 的 所 有 极点 必须 在 单位 圆 内 。 事 实 上 ， 由 因果 系统 单位 抽样 
响应 的 表达 式 (4-20) 也 可 以 得 出 这 个 结论 ， 由 于 


> Ph <> h(n) | 


n=-% 
ml+ D 
六 皇位 

















从 








N oo NN 
> (pi)" | < |Ko|+ 之 之 |K;| |p; |" 


N oo 
= |Kol+ 之 IK|I[> | 
二 办 二 和 
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当 目 仅 当 H(z) 的 所 有 极点 |p;| <1 时 , 有 > pl*= |M,|<%, 故 
n=O 


oo oo N 
Bhan) < Dn) a IK + 2 IK||M|<% 


n=-% n=0 


同 理 ， 对 于 反 因果 系统 ，H(z) 的 所 有 极点 必须 在 单位 圆 外 ， 对 于 单位 抽样 响应 h(n) 
为 双边 信号 的 系统 ，H(z) 的 所 有 极点 必须 在 包含 单位 圆 在 内 的 环形 区 域外 。 
例 4-2 已 知 因果 系 统 的 系统 函数 为 








和 1+z-1 
Wa, i 
试 判 断 系 统 的 稳定 性 。 
解 : 系统 函数 可 以 化 简 为 
z(z+1) 








极点 为 d= 二 二 史 ,出 = 直 + 宝 ，|dis|=1, 极点 在 单位 贺 上 ， 不 满足 稳定 性 条 件 。 此 


时 称 系统 为 临界 稳定 的 。 
例 4-3 已 知 系统 的 系统 函数 为 


ae —9.5z 


(z—0.5)(z—10) 
试 判断 下 列 收敛 域 情况 下 系统 的 稳定 性 . (1) |z|>10; (2) 0.5<|z|<10。 

解 : (1) 当 收 敛 域 为 |z| >10 时 , h(n) 为 因果 信号 ， 故 系统 为 因果 系统 ， 此 时 由 于 
H(z) 的 极点 为 di =0.5，d =10， 有 一 个 极点 在 单位 圆 外 ， 故 系统 是 不 稳定 的 。 事 实 上 
z-0.5 xz-10 

h(n) =[ (0.5)" +(10)"]u(n) 
可 见 单位 抽样 响应 是 发 散 的 ， 故 系统 不 稳定 。 

(2) 当 收 敛 域 为 0.5 < |z| <10 时 , h(n) 为 双边 信号 ， 故 系统 为 非 因果 系统 ， 此 时 
H(z) 的 收敛 域 包含 单位 圆 ， 系 统 是 稳定 的 。 事 实 上 ， 此 时 单位 抽样 响应 

h(n)=(0.5)"u(n) - (10)"u( -no-1) 





H(z) = 





是 收敛 的 。 
从 本 例 可 见 ， 稳 定性 和 因果 性 是 两 类 不 同 的 性 质 。 


4.2 线性 时 不 变 离散 系统 的 频 域 分 析 





4.2.1 线性 时 不 变 离散 系统 的 频率 特性 


已 知 线性 离散 系统 输出 y(n) 的 z 变换 可 以 写 为 
Y(z) =H(z)X(z) 
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当 Y (z) 在 单位 加 上 收敛 时 ,， 令 z=e* 有 





Yl(eio) =H(ei? )X(ei®) (4-23) 
称 式 (4-23) 为 线性 时 不 变 离 散 系统 输出 的 频率 响应 。 由 式 (4-23) 可 得 
i Y(ei®) 
H(e™ ) = 二 4-24 
(el®) Xl) ( ) 








H(e%) 称 为 线性 时 不 变 系 统 的 频率 特性 。 可 以 看 出 ，H(e%) 是 系统 输出 信号 傅 里 叶 变 换 
和 输入 信号 侍 里 叶 变 换 之 比 。 根 据 系 统 函 数 的 意义 ,又 有 


























H( ei®) 号 2 h(n)eie = H(z) | seo (4-25) 


因此 ， 频 率 特性 有 (el?*) 就 是 系统 单位 抽样 响应 的 伟 里 叶 变 换 ， 是 系统 函数 及 (z) 在 单位 圆 
z=el?* 上 的 一 种 特殊 情况 。 频 率 特性 H(e*) 可 以 进一步 写 为 

H( ei®) 和 |H( ei®) |eie(o) 
[ECe”) | 称 为 系统 的 幅 频 特 性 ，p(w) 称 为 系统 的 相 频 特性 。 

H(e”*) 具有 明显 的 物理 意义 ， 它 说 明 ， 一 个 系统 可 以 看 作 是 一 个 滤波 器 ， 当 输入 为 一 
系列 频率 可 变 的 正弦 信号 时 ， 滤 波 器 以 |ECe”) | 的 关系 对 输入 信和 号 幅 值 进行 加 权 ， 且 对 输 
入 信号 的 初 相 以 wp(w) 的 关系 进行 相 移 。 

当 线 性 时 不 变 离散 系统 采用 差分 方程 描述 时 



































M 
> b,e Tio" 
He") = 二 一 一 (4-26 ) 
之 a; e€ jon 
当 已 知 系统 函数 的 零 极 点 时 ， 可 以 将 频率 特 ; 性 表示 为 
M 
TI (1 本 ze je") II (记名 加 z,) 
H(e®?) = HS = He ND So (4-27) 
II (1 — pie en) II (eic —p;) 
让 三 于 Se 
b _ 
式 中 ，H = 一 为 实 常数 。 因 此 ， 幅 频 特 性 和 相 频 特性 可 以 表示 为 
Qo 
M 
II |eie —z| 
IH(e®)|= Ho 
ll |e -5p, (4-28) 
LR 
M N 有 
pw) = (N- Mw+ 之 arg(e -2,) -Zarg(e -pi) 
FE 二 小 


例 4-4 已 知 因果 系统 的 系统 函数 为 1(z) =242 十 ] 


求 幅 频 特性 |H(e”w) | 和 相 频 特性 p(w) 。 
解 : 系统 函数 H(z) 的 极点 为 P = 本， 1z|=1 在 收敛 域内 ， 因 此 五 (e*) 存在 。 


， 试 求 系统 的 频率 特性 H(e*”)， 并 
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jw j2 (6i? +e-i2 

H( eie) _2(e +1) a Ce +e 2 

3ei” -1 eji (3ei7 ~e-jz) 

| 4cos 了 2 
WO . .0 . w 
2c0s 7 +i4sin 2 l +j2tan 7 
因此 得 
2 2 


[ECei”) | = opD(w) = 一 arctan = 


/1 +4tan2 四 /1 +4tan2 CG 


采用 MATLAB 语言 所 绘制 的 频率 特性 如 图 4-2 所 示 。 



































[aeioj VD(O)rad 2 
15 上 
寺 
05 
0 
-05 
| 
1.5[ 
ia ll 20 0 0 09 05 O06 07 09 09 1 
C/(2T) @/(27T) 
a) 幅 频 特性 |H(ej®)| b) 相 频 特性 9(@) 


图 4-2 例 4-4 所 示 系统 的 频率 特性 


4.2.2 频率 响应 的 几何 确定 


由 式 (4-27) 可 以 看 出 ,HH (e”) 中 每 一 项 代表 z 平 面 中 的 一 个 向 量 ， 其 中 el? -z =A,ew 
表示 连接 从 向 量 > 端点 到 向 量 ee 的 端点 对 应 的 向 量 ， 其 模 为 4,， 其 相 角 为 y,; 同 理 ， 
ei -p, = B,ei9: 表 示 连 接 从 向 量 p, 端点 到 向 量 ex? 的 端点 对 应 的 向 量 ， 其 模 为 B,， 其 相 角 为 0,; 
如 图 4-3 所 示 。 

由 几何 法 确定 频率 特性 的 特点 可 以 看 出 : 

1) z=0 处 的 零 极点 对 幅 频 特性 |H(e*) | 没有 影响 
只 对 相位 p(w) 有 影响 。 

2) 当 单 位 向 量 e%* 旋 转 某 个 极点 p; 附近 时 ， 例 如 正 
好 在 同一 矢 径 方 向 上 时 ，B, 较 短 ， 则 |H(e?) | 在 该 @ 点 
处 应 当 出 现 一 个 峰值 ，B; 越 短 ，|H(e*) | 在 该 w 点 附近 
越 尖锐 。 若 p; 正好 落 在 单位 圆 上 ,， 则 B = 0， 则 
18H(e) | 在 该 w 点 处 的 峰值 趋 于 无 穷 大 。 图 4-3 ”频率 响应 的 几何 确定 示意 图 
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3) 对 于 零点 则 其 作用 与 极点 的 作用 正好 相反 ， 即 单位 向 量 ep 旋转 至 某 个 零点 二 附近 
时 ，4, 较 短 ， 则 | 有 A(e*) | 在 该 w 点 处 应 当 出 现 一 个 谷 值 ，4, 越 短 ，|H(e*) | 在 该 w 点 附近 
越 小 。 若 z, 正好 落 在 单位 贺 上 ，4, =0， 则 |H(e*) | 在 该 w 点 处 的 峰值 为 零 。 

图 4-4 是 通过 系统 零 极 本 在 图 4-4a 中 ， 仅 有 一 个 极 


， 系 统 函数 的 形式 为 H(z jp ,|H(e) | = 当 w=0 时 , B 取 极 小 值 ， 


人 
增加 而 减 小 。 当 = 时 ，B 取 极 大 值 ， 因 此 | 有 Ces) | 在 名 = 处 取 极 小 值 。 当 名 从 而 ~2 
变化 时 ，| ECeie) | 又 单调 增 大 ， 至 由 =27 时 取得 极 大 值 。 图 4-4a 所 示 的 系统 频率 特性 称 为 
低 通 滤波 特性 。 这 是 因为 ， 对 于 数字 系统 的 频率 特性 来 说 ，ow 在 0 附近 属于 低频 ，w 在 附 
近 属于 高 频 ， 而 |H(eie) | 和 9 (w) 都 是 w 的 周期 函数 ， 其 周期 为 2r。 图 4-4b 中 ,有 -一 个 
极点 和 一 个 零点 ， 系 统 函数 的 形式 为 | 有 (z) | = 了 (0 <a<1)，|H(ew) | = 加。 当 
w =0 时 ，B 取 极 小 值 ， 而 4 =0， 因 此 |4(ew) | 在 w=0 处 为 零 。 当 中 增 大 时 ， Wa 
增加 而 增 大 ， 但 4 随 w 增加 而 增 大 速率 更 快 些 ， 因 此 ，| ECeie) | 随 名 增加 而 增加 。 当 
w = 时 ， A、B 均 取 极 大 值 , 但 4>B， 因 此 | 有 ieie) | 在 w= 处 取 极 大 值 。 当 w 从 二 ~27 
变化 时 ，|H(ei*) | 又 单调 减 小 ， 至 w=27 时 |H(e*)|=0。 图 4-4b 所 示 的 系统 频率 特性 称 
为 高 通 滤波 特性 。 








Imzh Imz 


el® eJO 








> > 
Rezx 上 Rezx 





[ei®)| [Heie)| 





a) 低 通 滤波 特性 b) 高 通 滤 波 特性 


图 4-4 系统 函数 零 极点 位 置 对 幅 频 特性 的 影响 
例 4-5 已 知 系统 的 差分 方程 为 
y(n) -2e0s [各 rw-D +y(n- 2) =x(n ) -es 等 中 (7 -1) 


(1) 试 求 系统 函数 甩 (z) ， 求 出 零点 和 极点 ， 画 出 极 零 图 ; (2) 试 求 频 率 特性 Fei” ) ， 
画 出 |H(e*) |。 
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2T 1 -1 2 三 
] -cos weF z[ z — cos Nw ] 
解 : (1) H (z) = = 
1 -2eos( 等 | Pg 2 -200s (各 +1 
N N 
_ sz-eos (名 
(z-e 扩 )(z-e- 询 ) 
零点 为 za =0,，z =eos [等] 极点 为 pl =ei*,，p, =e- 议 ， 设 = 了 工 ， 极 零 图 如 图 4-5a 所 示 。 
eo [ee -eos( 守 ]] _ ejo[ eiw -eos (等 ]] 
ej2® 一 2cos 6 +1 (el®-— lx) (ei” — e- 这 ) 


ej — cos 2 
N 


|eio _e 这 ||eie -e- 资 | 
从 极 零 图 可 以 看 出 ， 在 原点 处 的 零点 5 = 0 对 幅 频 特性 没有 影响 ， 而 极点 pl = ej* 
-高 在 单位 贺 上 ,使 得 | (em) | 在 w= 得、w=2m- 完 处 产生 奇异 值 。 


如 图 4-5b 所 示 。 


2 等 2 加 








(2) 有 Cej) = 











(ew) |= 


，P2 = 





laeio)| 











a) 系统 极 零 图 b) 系统 幅 频 特 性 
图 4-5 例 4-5 的 系统 极 零 图 及 幅 频 特性 





4.2.3 理想 低 通 滤波 器 


理想 低 通 滤波 器 是 信号 处 理 系 统 的 一 种 理想 模型 ， 如 图 4-6a 所 示 。 理 想 低 通 滤波 咒 的 
频率 特性 为 





1 |w |<ow. 
0 -lo wo. < |ow| < (4-29) 
式 中 ，w, 称 为 系统 的 截止 频率 。 理 想 低 通 [ei®)| 
滤波 器 可 以 让 |o| 友 ow, 的 信号 无 衰减 地 通 
过 滤波 器 ， 而 将 |w| > wo. 的 信号 全 部 阻 断 ， 
| 成 ej) | 如 图 4-6b 所 示 。 需 要 说 明 的 是 ， “2 色 二 
H(ew) 是 w 的 周期 函数 ， 其 周期 为 2m， a) 系统 表示 b) 频率 特性 








因此 这 里 仅 给 出 豆 (ei*) 主 值 区 间 表 示 。 图 4-6 ”理想 低 通 滤波 器 及 其 频率 特性 
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由 于 H(e%) 是 系统 单位 抽样 响应 h(n) 的 傅 里 叶 变 换 ， 因 此 可 以 由 (e%) 通过 传 里 
叶 反 变换 求 得 系统 的 单位 抽样 响应 h(n)， 即 


( ejoen 本 e jen ) 





h(n) = | He ) eldo = 去 | ejondw = py 


(4-30) 


sin( wn) 


w, 
—Sa(w.n) 
Tn 看 


h(n) 的 信号 图 形 如 图 4-7 所 示 。 
值得 注意 的 是 ， 理 想 低 通 滤波 器 是 一 个 非 因 
果 系 统 ， 因 为 激励 于 n=0 时 才 出 现 , 而 h(n) 在 
n <0 时 就 已 经 出 现 。 但是， 理想 低 通 滤波 器 提供 
了 一 个 信号 处 理 的 理想 模型 ， 在 信号 处 理 中 具有 
重要 的 意义 。 0 e 
模拟 系统 不 可 能 完全 实现 理想 滤波 器 ， 因 为 
模拟 系统 是 实际 的 物理 系统 ， 是 因果 系统 。 而 数 
字 系 统 在 进行 离线 信号 处 理 时 ， 可 以 将 h(n) 存储 在 内 存 中 ， 与 激励 信号 进行 卷 积 和 运算 。 
所 以 数字 系统 可 以 在 一 定 条 件 下 近似 实现 理想 滤波 器 。 


4. 2.4 全 通 系 统 
考察 下 列 系统 函数 


h(n) 





图 4-7， 理想 低 通 滤波 器 的 单位 抽样 响应 








H(z) = 一 一 一 (4-31 ) 


式 中 , a" 为 a 的 共 印 。H,,(z) 的 极点 为 ec， 零点 为 二 。 系 统 的 频率 特性 为 
a 





| jo jo 
et eo 0 (4-32) 
ee 一 必 总 — 
由 极 零 图 求 频率 特性 示意 图 如 图 4-8 所 示 。 由 式 (4-32) 及 图 4-8 可 得 幅 频 特性 
| | -io a” -jo a* 
IH, (ei?)|= |eie | 1 (4-33) 
E el -a |e” -al 





可 见 | 及 (exw) |=1， 对 所 有 频率 ， 信 号 幅 值 通过 系统 均 不 训 减 ， 因 此 称 瓦 ,(z) 对 应 系统 
为 全 通 系 统 。 全 通 系 统 的 相 频 特性 为 
p(w) =w+arg(e- 训 -ao )-arg(e -a) (4-34 ) 

因此 ， 全 通 系 统 是 一 种 幅 值 不 变 、 仪 产生 相 移 的 系统 。 利 用 这 种 系统 ， 可 以 达到 一 种 相位 调 
整 的 功能 。 

一 般 的 线性 时 不 变 离散 系统 可 采用 差分 方程 描述 ， 其 系统 函数 H(z) 为 z 的 实 系数 有 理 
分 式 ， 因 此 其 零点 和 极点 如 果 为 复数 ， 一 定 是 以 共 斩 对 的 形式 成 对 出 现 的 。 故 全 通 系 统 的 系 
统 函 数 一 般 可 以 写 为 








N N, ; 
1-dz (1l 一 er 1] -er 
H,, (2) _ II kz ( erz) 人 er z) 


ki Z— di tsi (z-er)(z-e,) 





(4-35) 
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式 中 ，di 为 实数 ， ei 、ex 为 共 斩 复 数 。 瓦 ,(z) 每 一 个 极点 都 有 一 个 与 之 对 应 的 共 斩 倒 数 零 
点 ， 它 们 正好 在 同一 条 射线 上 ， 关 于 单位 圆 反 对 称 。 图 4-9 给 出 了 具有 一 个 实数 极点 、 一 对 
共 斩 复数 极点 的 全 通 系 统 的 极 零 图 。 


Imzh 














图 4-8 求全 通 系统 频率 特性 示意 几 图 4-9 全 通 系统 的 零 极点 分 布 示 意图 


4.3 线性 时 不 变 离散 系统 的 基本 结构 





线性 时 不 变 离散 系统 可 以 由 线性 常 系数 差分 方程 描述 。 当 系统 需要 进行 离散 时 间 模 拟 或 
构造 硬件 系统 予以 实现 时 ， 就 必须 给 出 将 差分 方程 或 系统 函数 转换 为 一 种 可 能 实现 的 算法 或 
结构 。 本 节 讨 论 线性 时 不 变 离散 系统 实现 的 基本 结构 问题 ， 应 当 说 明 的 是 ， 同 样 一 个 由 差分 
方程 描述 的 系统 ， 实 现 的 结构 方式 可 以 有 许多 种 。 但 是 ， 其 中 某 些 实现 方式 具有 较 一 般 的 意 
义 ， 在 设计 中 采用 较为 普遍 。 


4.3.1 无 限 长 冲 激 响应 系统 的 基本 结构 


一 般 时 域 离 散 系 统 或 网 络 可 以 用 差分 方程 、 单 位 脉冲 响应 以 及 系统 函数 进行 描述 。 如 果 
系统 的 输入 、 输 出 服从 NN 阶 差 分 方程 





M N 
y(n) = Dbix(n 一 7) 十 > aiy(7 —1) (4-36) 
i=0 es 
其 系统 函数 为 
M 
2 Da 
H(z) 要 Y(z) 区 一 (4-37) 
X(z) 
1 — Dass 


其 抽样 响应 信号 将 会 持续 无 限 长 ， 称 为 无 限 长 冲 激 响应 系统 。 应 当 说 明 ， 英 文 文献 对 离散 系 
统 的 抽样 响应 和 连续 系统 的 冲 激 响 应 均 采 用 冲 激 响应 (Impulse Response) 予以 表示 。 无 限 
长 冲 激 啊 应 系统 (Infinite Impulse Response System) 常人 简称 为 ITR 系统 。 

在 第 2 章 中 ,已 经 介绍 了 采用 框图 和 信号 流 图 表示 线性 时 不 变 离散 系统 的 基本 概念 。 数 
字 信号 处 理 中 有 三 种 基本 算法 ， 即 单位 延迟 、 乘 法 和 加 法 ， 三 种 基本 运算 均 可 以 用 流 图 表 
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示 。 采 用 信和 号 流 图 表示 一 个 线性 时 不 变 离 散 系 统 时 ， 其 流 图 的 结构 不 但 反映 了 信和 号 之 间 的 因 
果 关 系 ， 而 且 为 系统 模拟 或 算法 实现 提供 了 基础 。 

无 限 长 冲 激 响应 (IR) 系统 实现 的 基本 结构 通常 有 三 种 实现 方式 : 直接 型 、 级 联 型 、 
并 联 型 。 下 面 分 别 讨论 。 

1. 直接 型 

由 式 (4-36) 可 以 直接 得 出 IIR 系统 的 信号 流 图 如 图 4- 10 所 示 。 其 中 ，z-! 表 示 信 号 的 
延迟 。 

















X(n) y(n) 






xD AL Jr-D 


yor2) 


1 1 
| | | 
J DM-1 aN-1 = 
Xx(n—M+1) y(n-N+1) 
Yz-!l 志 -1 
M aN SE 


Xx(n—M) 人 y(n-N) 


xn2) 2 | 

















图 4-10 IIR 系统 直接 实现 的 一 种 方式 
事实 上 ， 图 4-10 可 以 看 作 是 系统 函数 通过 如 下 分 解 的 一 种 实现 ， 即 








1 M 
H(z) = H(z)Hi(z) = 一 一 一 一 人 B027i) 
1 — az = 
二 
M 
V(z) = H(z)X(z) = (bt)X(z) (4-38) 
i 
Y(z) = H(z) Vz) = Vz) (4-39) 
1 — 2 az 
+ 二 


此 系统 实现 可 以 认为 是 两 个 子 系统 H(z) 和 也 (z) 的 级 联 实现 。 如 果 变 换 两 个 子 系统 的 互 
联 顺序 ， 即 有 


W(z) = F(z)X(z) = —— HX(z) (4-40) 
1 — > az 
| 
M 
Y(z) = Hi(z)W(z) = (D627 )W(z) (4-41) 
+ 


则 可 用 图 4-11 所 示 信 号 流 图 实现 式 (4-38)、 式 (4-39) 所 示 系 统 。 图 中 为 方便 起 见 ， 假 
定 W= 戏 ， 事 实 上 如 果 两 者 不 等 ， 可 令 某 些 系数 为 零 即 可 。 
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a 
入 万 
wn—N+1) 
a pd de 
| Nvwom 了 
图 4-11 IIR 系统 的 另 一 种 实现 方式 
图 4-11 中 ， 延 迟 环节 实际 上 可 以 合并 ， 
































并 不 影响 系统 的 信号 处 理 结果 。 将 延迟 环节 合 “9 本 -一 区 
的 多 项 式 ， 且 多 项 式 的 系数 一 般 为 实数 ， 现 将 
分 子 、 分 母 多 项 式 分 别 进行 因 式 分 解 ， 得 到 


并 后 的 IIR 系统 的 信号 流 图 直接 实现 如 图 4-12 | | 
所 示 。 这 种 实现 又 称 为 IIR 系统 的 规范 性 实 
现 ， 这 是 一 种 最 小 实现 。 | 
1 
[I[(1 - cz - - 
a (4-42) 图 4-12 IIR 的 规范 性 实现 
I[(1 -az 
r=1 


2. 级 联 型 人 
在 系统 函数 瓦 (z) 中 ， 分 子 、 分 母 均 为 z 

一 般 地 ， 当 N 为 偶数 时 ， 可 以 将 有 7(z) 表示 为 若干 个 二 阶 系统 甩 (z) 的 串联 ， 即 

H(z) = H(z) H(z) A() 




















其 中 


ai = 
Bo; +B1z +B,z 
! 2 


Hi(z) = 2 





7]=1,2,.…,L (4-43) 


1 一 ON 一 02jZ 
式 中 ， Hi;(z) 表示 一 个 二 阶 离散 系统 的 系统 函数 ， Bo;, Bi;, By 和 U1j, azj 均 为 实数 。 如 果 V 
为 奇数 ， 则 可 以 令 五 (z) 为 一 阶 离散 系统 的 系统 函数 ， 即 
-1 
Ql 

每 个 有 (z) 的 系统 结构 均 采 用 前 面 介绍 的 直接 型 结构 实现 ， 再 将 其 级 联 ， 就 得 到 整个 
系统 的 实现 。 

3. 并 联 型 

如 果 将 瓦 (z) 展开 部 分 分 式 ， 分 别 加 以 实现 ， 再 将 子 系统 并 联 ， 就 得 到 IIR 系统 并 联 型 
实现 。 将 有 H(z) 做 部 分 分 式 分 解 ， 得 
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H(z) =Hi(z) +H,(z) +** +Hi(z) 
Hi(z)，H,(z) ,… 为 二 阶 系统 的 系统 函数 ， 有 
bBo; +BUz 


I ,2 ,…. 
“op 


H(z) 时 





1 ~ 
有 H,(z) 可 为 一 阶 或 二 阶 离散 系统 的 系统 函数 。 
例 4-6 设 系 统 函 数 H(z) 为 
8 -4z- +11z- -2z 3 
HS 2 0 192 0, Tao 
试 分 别 画 出 直接 型 、 级 联 型 及 并 联 型 的 系统 结构 实现 。 
解 1) 直接 型 实现 如 图 4-13a 所 示 。 
2) 级 联 型 实现 。 将 有 H(z) 的 分 子 、 分 母 进行 因 式 分 解 得 到 
H(z) - (2 -0.379z-1 )(4 = 24a7! + 264z 一 ) 
(1 -0.25$z-1)(1-z-1+0.Sz- 一 ) 














其 级 联 实现 如 图 4-13b 所 示 。 
3) 并 联 型 实现 。 将 H(z) 展 成 部 分 分 式 形 式 得 
8 -16 +20z-! 
十 
1=0,.5z 1 = 于 0.52 





H(z) =16+ 


其 并 联 型 实现 如 图 4-13c 所 示 。 


X(n) - w(n) 8 y(n) 
. Me > > 2 . 

















Xx(n) 
LS > 





X(1D) 





9) 


图 4-13 例 4-6 所 示 系 统 的 实现 


(4-44) 
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4.3.2 有 限 长 冲 激 响应 系统 的 基本 结构 


有 限 长 冲 激 响应 (Finite Impulse Response) 系统 简称 为 FIR 系统 ， 其 单位 抽样 响应 是 有 
限 长 的 。 设 单位 抽样 响应 h(n) 的 长 度 为 N， 其 系统 函数 用 (z) 和 差分 方程 为 


N-1 
H(z) = Dh(n)z™” (4-45) 
n=0 
N-1 
y(n) = Dh(m)x(n-m) (4-46) 


REG 

从 式 (4-45) 可 以 看 出 ,H(z) 仅 有 零点 ， 没 可 
有 极点 。 按 照 H(z) 或 者 差分 方程 (4- 46 ) 二 
直接 画 出 信号 流 图 如 图 4-14 所 示 。 这 种 结构 加 区 加 he . 区 0 
称 为 直接 型 系统 结构 或 者 称 为 卷 积 型 结构 。 图 4.14 “FIR 系统 的 直接 实现 
可 以 看 出 ， 直 接 型 系统 结构 的 特点 是 没有 反 
人 馈 支 路 ， 即 没有 环 路 。 

如 果 将 有 7(z) 进行 因 式 分 解 ， 并 将 共 轿 成 对 的 零点 放 在 一 起 ， 形 成 一 个 系数 为 实数 的 二 
阶 z 的 多 项 式 的 形式 ， 对 每 一 个 因 式 都 用 直接 型 实现 ， 就 可 以 用 由 一 阶 或 二 阶 因 子 构成 的 级 
联结 构 实 现 及 (z) ， 这 样 的 系统 结构 称 为 级 联 型 结构 。 

例 4-7 设 FIR 系统 函数 瓦 (z) 为 

H(z) =0.96 +2.0z-1+2.8z-2 +1.5z-3 


试 画 出 实现 及 (z) 对 应 的 直接 型 结构 和 级 联 型 结构 。 
解 : FIR 的 直接 型 结构 如 图 4-15a 所 示 。 将 H(z) 进行 因 式 分 解 ， 得 到 


H(z) =(0.6+0.5z-1)(1.6+2z-1+3z 一 ) 
其 级 联 型 结构 如 图 4-15b 所 示 。 





















































x(n) z-1 z-l z-1 X(n) 0.6 
© 3 3 ® 3 ee 








0.96 12 2.8 1.5 z-1 
yn) 0.5 





a) b) 
图 4-15 ” 例 4-7FIR 系统 的 直接 型 结构 和 级 联 型 结构 


4. 3.3 离散 系统 的 Lattice 结构 

离散 系统 的 Lattice 结构 又 称 为 格 型 结构 ， 在 信号 建 模 、 谱 估计 和 自 适 应 滤波 中 有 很 多 
应 用 。 本 小 节 对 这 种 结构 进行 简单 介绍 。 

1. FIR 系统 的 Lattice 结构 

MM 阶 FIR 系统 的 Lattice 结构 如 图 4-16 所 示 。 由 图 可 以 看 出 ， 该 信号 流 图 不 存在 反馈 回 
路 ， 当 输入 信号 为 6(n) 时 ， 经 过 上 端 通路 输出 可 直接 显现 输入 y(0) =h(0) =1。 而 输入 信 
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号 通过 下 端 通路 传输 时 ， 可 分 别 经 过 一 次 延迟 、 二 次 延迟 ， 直 至 戏 次 延迟 后 ， 出 现在 输出 
端 。 可 见 输出 信号 最 多 只 有 杂 个 有 限 长 响应 ， 因 此 是 一 个 FIR 系统 。 


X(n) Zoo PI(n) P2ln) i PM-1(n) PM(n) ym) 





IM-1(n) qu(n) 


图 4-16 FIR 系统 的 Lattice 结构 
设 MM 阶 FIR 系统 的 系统 函数 为 PCD Pi 
H(z) -1 be (4-47) 


因此 FIR 系统 仅 有 零点 ， 没有 有 限 极点 ， 称 
为 全 零点 系统 。 下 面 讨论 如 何 由 式 (4- 让 中 的 系 
数 求 出 Lattice 结构 中 的 系数 请 ,ks ,… ,ky。 图 4-16 








中 Lattice 结构 的 一 般 基本 单元 如 图 4- 17 所 示 ， 从 Qi) il) 
图 中 可 以 得 出 图 4-17 FIR 系统 Lattice 结构 的 基本 单元 
pi(n) =p;_1(n) -kgqi_1(n—1) ET 2 48) 
qi(n) =qi_1(n—1) —kipi_1(n) 0 
对 式 (4-48) 取 z 变换 得 
Pi(z) =P;_1(z) -jz 0 1(z) 了 (4-49) 
Qi(z) =z-10 1(z) -hiPi1(2) = | 
定义 Po(z) =Qo(2) =X(2), Ys) =Py(s), Bi(z) =S0 ,六 (z) = Ce ， 则 有 
Pu(z) ” Q@o(z) 
Bi(z) =Bi 1(2) -Hz-1B 1i(z) 
i=1,2,.…,M (4-50) 


Bi(z) =z-18 1(z) -kB;_1(z) 
因此 


Bra) = Ds) 1 
Bi(z) =Bo(z) -kiz-! Bo(z) =1 -hz-! 


Bi(s)= -hhBo(s) -hz Bo(z) = -hi +2 ! =# Bi(z!) 
一 般 地 可 以 得 到 
Ba) ee (a 
于 是 得 到 递 推 公式 
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人 =B,_1(z) -kz 'B,_1(z-!) 
| | =1,2,…,M (4-51) 
Bi_1(z) =[Bi(z) -hiz Bi(z 7’) /1 -Ri) 
~ 
B,(z) =1+ DG (4-52) 
和 
将 式 (4-52) 代入 式 (4-51)， 利 用 比较 系数 的 方法 可 以 得 到 递 推 公式 为 
k= -0 
2 Mr=1l 2.37—1 4-53 
a DE ee 
显然 
By(z) =H(z) 
即 


M M 
] + 2 0 人 zx = ] + Db,z™" 
rs re] 
M 
因此 由 给 定 系统 函 数 有 H(z) = 1+ 2 0,z”" 可 以 得 到 5b) =5,， 这样， 由 给 定 系统 函数 H(z) = 
FJ 


1 + 光 he, 可 按 如 下 步 电 求 出 系数 且 ,hoy 
1) ky = -00 , bn =b,。 
2) 由 式 (4-53), 求 出 B(z)(i=M-1,M-2,…,1) 的 系数 5 (r=1,2,…,i)， 
k= -bl?, 
例 4-8 已 知 FIR 系统 的 系统 函数 为 
H(z) =1 -2z ! +1.5z 一 一 0.Sz 3 
试 求 系统 的 Lattice 结构 。 
解 : 由 给 定 可 得 7 = -2, 64 =1.5, b43) = -0.5, ks = -643) =0.5; 
由 式 (4-53) 可 得 
0) = [0 + 有 0 J/(1 -LB) = -1.667 
55 =[ 6 + hb /A(1 -BB) =0.667 
k, = —0. 667 
同 理 可 得 
bf) =[64) +hbs /1 -BB)= -1 
ki =1 
系统 的 Lattice 结构 如 图 4-18 所 示 。 
2. 全 极点 系统 的 Lattice 结构 
全 极点 系统 的 系统 函数 仅 有 有 限 极点 ,没有 有 限 零点 。N 阶 全 极点 系统 的 Lattice 结构 
如 图 4-19 所 示 。 由 图 可 以 看 出 ,该 信号 流 图 存在 反馈 回路 ， 当 输入 信号 为 x(n) 时 ， 经 过 
上 端 通路 输出 可 直接 显现 输出 端 。 而 输出 信号 y(n) 通过 下 端 反馈 通路 ， 可 分 别 经 过 一 次 延 





























第 4 章 “线性 时 不 变 离散 系统 的 变换 域 分 析 ，69 


x(n) Poln) 3 y(n) 





go(n) q1(n) q2(n) g3(n) 


图 4-18 例 4-8 FIR 系统 的 Lattice 结构 


迟 、 二 次 延迟 ， 直 至 NN 次 延迟 后 ， 累 加 返回 到 输出 端 。 可 见 输出 信号 和 输入 信和 号 的 关系 可 
一 个 差分 方程 描述 ， 因 此 是 一 个 IIR 系统 。 





X(n) PN(n) PN-1(n) PN-2(n) Pi(n) Poln) p(n) 
0—— oO- = 3 3 3 ee -= Le oO 





ky kN-1 La 





qn(n) dN-1(n) qdN-2(n) 2100) qo(n) 
图 4-19 全 极点 系统 的 Lattice 结构 
全 极点 系统 的 基本 单元 如 图 4-20 所 示 ， 由 图 可 以 得 出 








oa =pi(n) +hkiqi-1(n—1) a (4.54) 
qi(n) = -kpii(n) +qi-1(n -1) ee 
将 式 (4-54) 第 一 式 移 项 可 得 
| =pi-1(n) -kigqi_i1(n -1) 
i=1,2,…,N 
qi(n) = -kpii(n) +qi-1(n -1) 
因此 ， 图 4-20 所 示 全 极点 系统 基本 单元 所 对 应 的 差分 本 


方程 和 全 零点 FIR 系统 基本 单元 对 应 的 差分 方程 (4-48) 
相同 ， 但 是 传输 方向 和 FIR 系统 正好 相反 。 设 NN 阶 全 
极点 系统 的 系统 函数 为 














1 1 
H(z) = - 训 
a 十 > aiz- 
而 Ee gin) qi-1(n) 
1 xX(z) 图 4-20 全 极点 系统 Lattice 结构 的 基本 单元 
H(z) 7 YC) = A(z) 1 a 
如 果 将 y(n) 看 作假 想 输入 ，x(n) 看 作假 想 输出 ， 则 对 应 函数 和 FIR 系统 的 系统 函数 


类 型 相同 ， 这 正好 说 明 ， 全 极点 系统 可 以 看 作 是 FIR 9 可 见 ， 对 于 图 4-20 所 
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示 系 统 ， 其 Lattice 结构 的 系数 递 推 公式 与 FIR 系统 的 弟 推 公式 完全 相似 ， 即 有 
k= 一 af 
ao = [ago +afr9 /A -好 ) 
3. 极 零 系 统 的 Lattice 结构 


一 般 的 IIR 系统 既 有 极点 也 有 零点 ， 称 为 极 零 系 统 。 极 零 系 统 的 系统 困 数 为 








1=1,2, ,Nir=12,…,i-1 (4-55) 





M 
> 0 
Ha -8z) - 总- (4-56) 
人 


这 里 假定 H(z) 的 分 子 多 项 式 B(z) 的 阶 次 M 与 分 母 多 项 式 4(z) 的 阶 次 NW 相同。 当 NM 
时 ， 只 要 令 相 关系 数 为 0 即 可 。 

极 堆 系统 的 Lattice 结构 如 图 4-21 所 示 。 从 图 可 以 看 出 ， 若 cq =1,cl =c =… =cw=0， 
则 图 4-21 和 图 4-19 所 示 的 全 极点 系统 Lattice 结构 完全 一 致 ;， 知 记 =h =…=ky=0， 则 
图 4-21 为 一 个 NN 阶 FIR 系统 的 直接 实现 结构 。 还 可 以 看 出 ，co ,cl ,… ,cw 对 于 上 半 部 分 信和 号 
的 传递 没有 任何 影响 ， 因 此 , 4(z) 的 Lattice 结构 实现 仍然 可 以 采用 全 极点 系统 Lattice 结构 
的 弟 推 公式 求 出 ,hs,… ,ky， 这 里 仪 仅 需 要 讨论 求解 cl ,cs，,… ,cw 的 方法 。 








X(n) PN(m) PN-1(n) PN-2(n) Pi1(n) Poln) 
C > > > > > > 

















Mn) 
图 4-21 极 零 系统 的 Lattice 结构 
由 图 4-21 可 以 看 出 
Pi(z) =Piri(z) +hkis1z "Qi(z) 
[eg = -及 Pi _1(z) +z 0Q;_1(z) 
A 出 寿 

















4i(z) PCz) 了 (z) 
0 -4 (3) -hia hls) 
Ai(z) = -14 1(z) +z 1A,1(z) 
可 以 推出 
4u(z) = 于 =1, A(z) -0 | 
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Ai(z) =A0(z) -有 sr140(z) =1 -hz-! 
Ai(z) = -hiAo(z) +z Ao(z) =z71 (1 -hz) =z-14i(z-1) 
一 般 地 
A(z) =2 (zl) j=1,2,,N (4-57) 
令 也 (z) 为 0:(z) 与 X(z) 之 间 对 应 系统 的 系统 函数 ， 则 


Qi(z) A(z)Y(z) Ai(z)Y(z) 4i(z) 
X(z) X(z) Py(z) An(z) 


图 4-21 所 示 系 统 的 系统 函数 可 以 看 作 是 及 (z) (i =0,1,…,N) 加 权 后 的 并 联 ， 即 有 





H.(z) 二 





(4-58) 


N 


ciA,(z) _ Bl(z) 
> An(z) A(z) 





N ~ 
H(z) = DeH(z) = (4-59) 
i=0 


N 


因此 ,A(z) =Aw(z),B(z) = 2 bz7 = 2 ch4;(z)。 在 求解 ,局 ,…,ky 的 过 程 中 ， 可 以 同 


j=0 i=0 





时 求 出 4i(z)，(z)， 记 44(z) = 1+ 交 af9z7,B(z) =By(z)， 则 有 
二 


N N 
之 好 三 人 ee 4 ) (4-60 ) 
了 二 va 
比较 系数 可 得 
cv =Dby (4-61) 
令 
N-1 N-1 J, 
By_1(z) 加 DBD 至 > ci4(z) (4-62) 
i i 从 
则 有 
cy-1 =bNi 
但 是 
By_1(z) =Bv(z) -cv4v(z) =Bv(z) -cys "Anv(z-!) 
比较 系数 可 得 
TD =by_1 ~cwa) (4-63) 
一 般 地 


B,1(z) = B,(z) =- cz A,(z-!) 
; | (4-64) 
Ci 三 六 人 一 2 一 疡 cial) 


J=i+l 


1 +0.8z 1-—-z ?0.8z73 sis > . 
14-9 已 知 H(z) = 求 系统 的 Lattice 结构 。 
国 MO ee aos 





解 : 可 以 求 得 
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a = -2,4 =1.5,ad) = -0.5,ks = -a =0.5; 
4) = Lah) +had? ]/(1 -B) = -1.667 

af? =[ag +haf) ]/(1 -局 ) =0.667 

k, = 一 0. 667 


2 

of 人 =[asY +hagy /A(1-B)= -1 
Bl 

C3 x 3 二 一 0. 8 


c, =02 一 cja4D) = -0.6 
cl = 四 -ca 人 0 -ca 和) =0. 998 
co =bo -ca -oa 人 -cs3ad’’ =0.9982 


系统 的 Lattice 结构 如 图 4-22 所 示 。 


Xx(n) Pa(n) P2(n) P1() Po(n) 
C 2 2 2 3 > 








0.5 -0.667 








ym) 
O 





图 4-22 例 4-9 所 示 系 统 的 Lattice 结构 


本 章 小 结 


本 章 讨论 了 以 z 变换 及 傅 里 叶 变换 作为 工具 对 线性 离散 系统 进行 变换 域 分 析 方 法 。 采 用 
z 变换 ， 不 仪 可 以 方便 地 分 析 线 性 离散 系统 的 啊 应 ， 更 为 重要 的 是 ， 利 用 离散 系统 的 系统 函 
数 ， 对 线性 离散 系统 的 性 质 和 特征 进行 深入 分 析 。 同 时 ， 离 散 系 统 的 因果 性 和 稳定 性 问题 都 
可 以 在 z 域 中 给 出 相应 的 判 据 ， 便 于 掌握 。 进 一 步 ， 通 过 伟 里 叶 变换 描述 离散 系统 的 频率 特 
性 和 滤波 特征 ， 介 绍 了 理想 滤波 器 的 特点 ， 引 入 了 全 通 系 统 和 最 小 相位 系统 的 概念 ， 分 析 了 
这 类 系统 的 零 极点 分 布 特征 。 这 些 内 容 是 分 析 线 性 时 不 变 离散 系统 的 重要 基础 。 最 后 讨论 了 
如 何 采 用 信和 号 流 图 描述 线性 离散 系统 的 基本 结构 ， 分 别 讨论 了 无 限 长 冲 激 响应 系统 的 基本 结 
构 、 有 限 长 冲 激 响 应 系统 的 基本 结构 及 线性 离散 系统 的 Lattice 结构 。 


习题 


4-1 用 zz 变换 法 求解 下 列 差 分 方程 
(1) y(n) +0.3y(n -1) -0.1y(n-2)=u(n) -2u(n-1), y(0) =0, y( -1)= -1 
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(2) y(n) -y(n-1)+4.25y(n-2) =u(n), y(0) =0, y( -1) =0 
4-2 已 知 某 因果 系统 的 差分 方程 为 

y(n) -y(n-1) -7yY(2-2) =x(2-1) 

(1 试 求 系统 函数 (2) = 二 2 ， 面 出 有 1(z) 的 极 零点 图 ， 

(2) 试 求 系统 的 单位 抽样 响应 h(n) ; 

(3) 当 x(n) =5u(n) 时 ， 试 求 系统 的 零 状 态 啊 应 ; 

(4) 判断 该 系统 是 否 稳定 。 

4-3 线性 离散 因果 系统 的 系统 函数 瓦 (z) 如 下 所 示 ， 试 判断 系统 是 否 稳定 。 





Set 








2 ) 8(1 27 -27?) 
CW 8z? -2z -3 CS 2+5z-! +2z 

_ 2z-4 四 1 +z-! 
G) Hz) = (4) Ha) = 
4-4 ”定性 画 出 下 列 系统 函数 有 7(z) 所 对 应 的 幅 频 特性 |H(ei*) |。 
(HD) OH) (3) H() = 


4-5 已 知 菜 因果 线性 离散 系统 的 系统 本数 为 H(z) = 上 = 一 2 ， 则 |， 


(1) a 值 在 什么 范围 时 系统 是 稳定 的 ? 
(2) 证 明 该 系统 是 全 通 系 统 ; 

(3) 该 系统 是 最 小 相位 系统 吗 ? 

4-6 已 知 系统 函数 





z -(2acoswo)z+a’ 





H(z) -2 


- (2a-lcoswo)z+a 

(1) 试 求 及 (z) 的 零 极 点 ， 画 出 零 极 点 分 布 图 ; 

(2) 该 系统 是 全 通 系 统 吗 ? 

(3) 该 系统 是 最 小 相位 系统 吗 ? 

4-7 以 下 系统 哪 一 个 是 IIR 系统 ? 哪 一 个 是 FIR 系统 ? 试 求 出 系统 函数 及 (z) ， 并 分 别 
画 出 系统 直接 实现 及 Lattice 结构 实现 。 

(1) y(n) y(n-1) y(n-2) =x(n) -s(n-1) 

(2) y(n) =x(n) +8x(n—-1) -5x(n—-2) 

(3) y(n) -3y(n -1) +3y(n -2) -y(n-3) =x(n) 


第 5 章 数字 滤波 器 设计 


滤波 是 信号 处 理 系统 的 基本 功能 ， 经 典 的 模拟 滤波 器 采用 民 、 工 、C 元 件 等 构成 无 源 滤 
波 器 或 采用 运算 放大 器 和 尺 、C 等 元 件 构成 有 源 滤波 器 ， 其 滤波 器 的 设计 形成 了 一 套 完 整 的 
方法 。 数 字 滤 波 器 的 滤波 过 程 实 际 上 是 离散 系统 的 一 种 信号 处 理 过 程 ， 它 将 输入 的 离散 信号 
按 一 定 的 算法 进行 运算 转换 为 离散 的 输出 信号 。 数 字 滤 波 器 的 设计 是 数字 信号 处 理 的 基本 问 
题 。 本 章 简单 介绍 数字 滤波 融 设 计 的 一 些 基本 问题 。 


5.1 滤波 右 的 基本 概念 


5.1.1 滤波 的 概念 

滤波 是 信和 号 处 理 系 统 的 一 种 基本 功能 。 经 典 的 滤波 器 是 假定 输入 信号 中 的 有 用 成 分 和 希 
望 除去 的 成 分 分 别 占据 不 同 的 频带 ， 可 以 通过 一 个 线性 时 不 变 系 统 将 希望 除去 的 成 分 有 效 去 
除 。 线 性 时 不 变 离散 系统 的 输入 输出 服从 六 阶 差 分 方程 ， 即 








M N 
y(n) = Dbix(n -i 十 > aiy( 一 (5-1) 
i=0 i=1 
其 系统 函数 为 
M 
2 bz 
H(z) Y(z) 一 (5-2) 
X(z) R 
频率 特性 为 
M 
,Bie 
(en) = 二 一 (5-3) 
(e ) 1 - 》 oem 
交 三 时 
根据 卷 积 定理 
yn) = 之 hln-m)a(m) = FLAH(e®)X(e")] (5-4) 
或 
Y(ei®%) =H(el?)X(e’®) (5-5) 
可 以 看 出 ， 输 入 信和 号 的 频谱 和 (ei*) 经 过 滤波 器 [其 系统 性 能 由 及 (e*) 表示 ] 后 ， 输 出 





信号 的 频谱 变 为 Y(el”*) = (el*)X(el”)。 通 过 选择 合适 的 H(e%)， 使 得 输出 信号 的 频谱 
Y(e*) 能 够 满足 预定 要 求 ， 这 就 是 滤波 右 的 基本 工作 原理 。 数 字 滤 波 絮 的 工作 原理 如 图 5-1 
所 示 。 
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5.1.2 滤波 器 的 分 类 


经 由 滤波 需 从 功能 上 分 可 以 分 为 低 通 滤波 顺 (Low Pass Filter，LPF ) 、 高 通 滤波 需 
( High Pass Filter，HPF ) 、 带 通 滤波 右 (Band Pass Filter，BPF) 、 带 阻 滤波 吉 (Band Stop 
Filter，BSF) 。 每 一 种 滤波 吉 又 可 分 数字 滤波 器 (Digital Filter，DF) 和 模拟 滤波 器 ( Analog 
Filter，AF) 。 图 5-2a 是 各 类 理想 模拟 滤波 器 的 频率 特性 ， 图 5-2b 是 各 类 理想 数字 滤波 器 的 
频率 特性 。 需 要 说 明 的 是 : 外 理 想 滤波 器 是 非 因果 系统 ， 因 此 实际 滤波 器 的 频率 特性 是 对 理 
想 滤 波 器 频率 特性 的 近似 和 逼近 。 根 据 通 近 方式 的 不 同 ， 就 产生 了 滤波 器 各 种 不 同 的 设计 方 
法 。@ 模 拟 滤波 器 的 频率 0 为 连续 频率 ， 取 值 范 围 为 - m ~ + % 。 数 字 滤 波 器 中 w 为 数字 频 
率 或 圆 频率 ，o = 0 =2mHA， 其 中 大 为 采样 频率 。 设 滤波 器 处 理 信 号 的 最 高 频率 为 太 ， 
根据 采样 定理 ,应 有 三 2f,， 则 |w|=271fl 人 三 wm。 因 此 ， 数 字 滤 波 嚣 中， 靠近 0 的 频率 
为 低频 ,靠近 + 的 频率 属于 高 频 。 尽 管 可 以 画 出 更 高 的 |w| 所 对 应 的 频率 特性 ， 不 过 又 
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图 5-1 数字 滤波 需 的 工作 原理 示意 图 


























LP |aceie)| LP 
ee ! ! 
人 -TO O We T 0 
HP |aei®)| HP 














02. O X28 人 2 nt -we O We T 0 
IaGo)| BP Iei®)| BP 
To QO Ql Vo 5 NR OO O Wol oo TN 0 
Imdio)| BS Ieie)| Bs 
| 一 | 
ec2 <cl O 《2c1 《2c2 5 -mT Oc-Oel 0 Wel We 开 已 
a) 模拟 滤波 器 b) 数字 滤波 器 
图 5-2 经典 滤波 器 的 频率 特性 
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重复 了 前 面 的 频率 特性 而 已 。 事实 上 ，H(e%) 表示 在 z 平 面 的 单位 圆 上 取 值 ， 因 此 w 从 
-7T~T 取 值 正好 沿 单位 圆 旋 转 了 一 圈 ， 再 增 大 |w | 不 过 是 沿 单位 圆 重 复 旋 转 。 

模拟 滤波 天 根据 采用 电路 元 件 的 类 别 又 可 分 为 LC 滤波 噩 、 有 源 RC 滤波 器 。ZC 滤波 器 
一 般 应 用 于 较 高 频段 ， 有 源 RC 滤波 器 一 般 应 用 于 低频 段 。 数 字 滤 波 器 是 一 种 计算 程序 ， 应 
用 于 处 理 离 散 信号 。 根 据 实现 方法 ， 数 字 滤 波 器 又 可 以 分 为 无 限 冲 激 响 应 滤波 顺和 有 限 冲 激 
响应 滤波 器 两 种 类 型 。 


5.1.3 数字 滤波 器 的 基本 设计 方法 


数字 滤波 器 的 设计 步骤 如 下 : 

1) 给 出 数字 滤波 器 所 要 求 的 技术 指标 。 

2) 采用 因果 离散 系统 逼近 这 些 指标 。 

3) 采用 合适 的 离散 系统 结构 实现 该 系统 。 

经 典 数字 滤波 器 一 般 分 为 低 通 、 高 通 、 带 通 和 
带 阻 几 种 类 型 ， 其 中 低 通 滤波 器 的 设计 是 各 类 数字 
滤波 需 设 计 的 基础 。 其 他 各 类 数字 滤波 器 一 般 采 用 
在 低 通 滤波 器 的 基础 上 ， 通 过 频率 变换 的 方式 来 实 
现 。 图 5-3 是 一 个 数字 低 通 滤波 器 的 技术 指标 示意 
图 。 和 理想 滤波 右 不 同 ， 实 际 的 滤波 器 分 为 通 带 、 
过 渡 带 和 阻 带 3 个 区 域 。 在 通 带 中 ， 滤 波 需 的 幅 频 特 
性 并 不 为 常数 及 (一般 按 归 一 化 要 求 甩 取 为 1)， 而 图 5-3 数字 低 通 滤波 器 的 技术 指标 示意 图 
是 可 以 在 一 个 小 范围 内 波 劲 ， 有 





















































1-e<|H(e®)|<1l+el lw|<ow, (5-6) 
在 阻 带 内 ， 滤 波 需 的 幅 频 特性 不 完全 为 零 ， 而 是 
IH(el®?) |<e, w.<|w|<7n (5-7) 





在 过 渡 带 中 ， 要 求 幅 频 特性 平滑 地 从 通 带 过 渡 到 阻 带 ， 并 且 过 渡 带 的 宽度 |w, -ow, | 要 尽 可 
能 小 ， 即 幅 频 特 性 在 过 渡 带 中 的 衰减 要 足够 快 ， 以 逼近 理想 滤波 顺 的 频率 特性 。 
实际 数字 滤波 融 设 计 中 ， 一 般 用 衰减 特性 来 描述 滤波 器 性 能 。 令 








4=20le Tem = _20lg| ECeio) | (5-8) 
4, =20ls 和 = -20l8 |1 -a (5-9) 
4.=20g TeT= = | (5-10) 
则 衰减 特性 描述 为 
4 三 4， ww, 
A=A. w=w, 


当 给 定 了 滤波 器 的 技术 指标 后 ， 必 须 设计 合适 的 H(z) ， 使 得 (ew) 在 通 带 和 阻 带 内 
能 满足 给 定 要 求 ， 这 称 为 逼近 问题 。 根 据 不 同 的 逼近 准则 ， 将 构成 不 同 的 滤波 器 。 无 限 冲 激 
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响应 (IIR) 滤波 器 采用 z 的 有 理 函 数 来 通 近 ， 有 限 冲 激 响应 (FIR) 滤波 器 则 采用 z 的 多 项 
式 来 通 近 。 

对 于 无 限 冲 激 响 应 滤波 器 ， 常 常 采 用 的 设计 方法 是 先 设计 模拟 滤波 器 ， 然 后 再 转换 为 数 
字 滤 波 器 。 这 是 因为 模拟 滤波 器 的 设计 方法 比较 成 熟 ， 常 见 滤波 器 有 比较 成 熟 的 设计 公式 ， 
设计 起 来 比较 方便 。 而 直接 从 离散 系统 的 角度 来 设计 滤波 器 没有 简单 系统 的 设计 公式 ， 设 计 
起 来 比较 麻烦 。 

模拟 滤波 器 设计 以 低 通 滤波 器 作为 基础 ， 对 于 模拟 高 通 、 和 融通 及 带 阻 滤波 器 ， 通 常 先 设 
计 低 通 滤波 器 ， 然 后 再 采用 频率 变换 得 到 所 需 的 数字 滤波 器 。 因 此 以 下 数字 滤波 器 设计 的 讨 
论 ， 如 无 特殊 说 明 均 指 低 通 数字 滤波 器 。 

常用 的 模拟 滤波 器 形式 有 : 

1) 巴特 沃 斯 (Butterworth) 滤波 器 〈 最 平 响应 滤波 需 ) 。 其 特点 是 : 在 Q =0 处 最 平 
坦 ; 在 阻 带 内 衰减 4 单调 增 大 。 

2) 切 比 雪夫 (Chebyshev) 滤波 句 。 切 比 雪夫 滤波 需 分 为 型 和 开 型 。I 型 的 特点 是 : 
在 通 带 内 ， 衰 减 特性 做 等 波动 起 伏 ， 在 阻 带 内 衰减 4 单调 增 大 ;II 型 正好 相反 ， 在 阻 带 内 做 
等 波动 起 伏 。 通 稼 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 使 用 较 多 。 

3) 考 尔 (Cauer) 滤波 右 〈 顶 圆 滤波 器 ) 。 其 特点 是 : 衰减 在 通 带 和 阻 带 内 都 呈现 等 起 
伏 变化 。 

图 5-4 是 几 种 模拟 滤波 器 的 衰减 特性 。 


























A Ah A 

A, As As 

Ap 4 Ap 

0 DO 5 0 ON 5 0 ON 人 巨 
a) 巴特 沃 斯 滤波 器 b) 切 比 雪夫 滤波 器 ( 工 型 ) c) 考 尔 滤波 器 


图 5-4 模拟 滤波 器 的 衰减 特性 

上 述 几 种 模拟 滤波 器 中 ， 巴 特 沃 斯 滤波 骨 衰 减 较 慢 ， 过 渡 带 较 宽 ， 要 达到 较 好 的 性 能 需 
要 比较 高 的 阶 数 ， 但 此 种 巴特 沃 斯 滤波 器 是 线性 相 移 滤波 器 ， 因 此 可 以 保证 滤波 后 信号 无 畸 
变 ; 切 比 雪夫 滤波 融 的 衰减 较 快 ， 过 湾 带 较 罕 ， 实 现 同 样 性 能 指标 时 ， 系 统 的 阶 数 比 巴特 话 
斯 滤波 器 阶 数 低 ， 不 过 阻 带 性 质 稍 差 一 些 ; 考 尔 滤波 融 在 通 带 和 阻 带 都 有 良好 的 性 能 ， 过 湾 
带 也 最 罕 ， 但 设计 时 要 应 用 椭圆 函数 的 性 质 ， 其 理论 更 为 复杂 一 些 。 

在 模拟 滤波 器 的 设计 中 ， 一般 是 由 幅 值 二 次 方 函数 | 及 ,(jQ) 上 出 发 设计 及,(s)。 例 如 归 
一 化 巴特 沃 斯 滤波 屁 的 幅 值 二 次 方 函数 为 
|H,(j0) 1 = 


















































1 
和 5-11 
1 + (0/0.)7 wl 


式 中 ，0, 为 滤波 器 的 截止 频率 ， 即 有 | 有,(j0Q.) | = a 根据 衰减 指标 4, 、4, 可 以 确定 滤波 


器 的 阶 数 mw。 当 Q<0, 时 ， 训 减 4<4,; 当 0Q>Q, 时， 衰减 4>4.。 即 有 
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上 <A, Q<0, : , 
5-12 
20lg V+ (10.)”=A. 0>0. 
在 式 (5-12) 中 求 出 最 大 的 作为 滤波 需 的 阶 数 。 
I 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 幅 值 二 次 方 函数 定义 为 
1 


HO) | = 
Bo 1 +eC (0/0.) 


(5-13) 





式 中 ，C, [好 C(x) ， 称 为 切 比 雪夫 多 项 式 ， 其 定义 为 


c 


C,(%) =cos(narccosx) Ix| <1 
| (5-14) 


C(x) = cosh(narccoshx) Ix|>1 
常数 = 决定 了 切 比 雪 夫 滤 波 顺 幅 值 响应 在 通 带 内 起 伏 的 波纹 值 ， 由 滤波 咒 通 带 衰 减 4A, 可 以 
求 出 。 滤 波 器 的 阶 数 n 可 以 由 阻 带 衰 减 4, 求 出 。 这 里 仅 给 出 相应 公式 ， 其 论证 过 程 参 见 模 
拟 滤波 器 设计 参考 文献 。 





= /I I 
accosh| 二 Vi0™™ -1 (5-15) 
7 arccosh( (2.) 











例 5-1 已 知 巴 特 沃 斯 滤波 器 的 指标 如 下 : 02, = 1000rad/s，(2, =250rad/s，(2, =2000rad/s， 
4, =0.1dB，A4, =60dB， 试 确定 滤波 带 阶 数 n 及 幅 值 二 次 方 函数 。 
解 : 根据 式 (5-12) 有 








1 +(250/1000)” <0.1 


20lg V1 + (2000/1000)” =60 
由 第 一 式 可 求 出 n 宇 1.36， 由 第 二 式 可 求 出 n=9.97, 取 n=10,， 有 





1 
五 (jj 和 
[Hj0) | 1 + (2/1000)™ 


当 确定 了 滤波 融 的 幅 值 二 次 方 函数 |,(jQ2) 1 后， 可 以 进一步 求 出 H,(s)。 令 H,(jQ) = 
R(Q) +jX(Q2)， 由 于 有 ,(s) 是 s 的 实 有 理 函数 ， 则 有 
R( -0)=R(O) 
X( -02) = -X(0) 


于 是 
HO H,( -i0) =[RCO) +iX(0) ILR( -0) +jX( -0)] 
=[R(O) +iX(0)][R(O) -jx(0)] 
=R (0) + 和 (0) = 1A,00) 
通过 解析 开拓 有 





|H,(j0) |ip-， 加 | 五 (s) EE =H,(s)H,( —s) (5-16) 
8,(s) | 的 极点 是 关于 s 的 左 、 右 半 平 面 对 称 的 。 从 稳定 性 的 要 求 出 发 ， 可 以 把 | 已 (s) | 
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左 半 平 面 的 极点 归于 及 ,(s) ， 右 半 平 面 的 极点 归于 及 ( -s) ， 这 样 可 以 求 出 及 (s) ， 就 完成 
了 模拟 滤波 器 的 设计 。 
例 5-2 已 知 某 巴 特 沃 斯 模拟 低 通 滤波 器 的 幅 值 二 次 方 特性 为 


2 1 

















试 求 模 拟 滤波 器 的 系统 函数 有 H,(s)。 
解 : 此 例 中 0Q, =1， 相 当 频 率 归 一 化 的 幅 值 二 次 方 函 数 。 因 此 
1 


HR, -5) = H(i0) (b=7 








或 
1 


H,(s)H,( —s) lh +s+1)( -s+1)(s: -s+1) 


因此 巴特 沃 斯 滤波 器 的 系统 函数 为 
H,(s) = 

















1 1 

(sS+1)(s +s+1) 8 +2S +2s+1 

限于 篇 幅 ， 模 拟 滤 波 器 的 具体 设计 方法 本 书 不 做 介绍 ， 读 者 可 阅读 相关 参考 书籍 及 
文献 。 

设计 得 出 有 ,(s) 后 ， 可 以 通过 一 定 的 变换 得 到 数字 滤波 器 的 H(z)。 通 常 要 求 从 连续 系 
统 到 离散 系统 的 变换 保证 因果 性 与 稳定 性 ， 这 要 求 7(z) 的 极点 必须 在 z 平 面 的 单位 圆 内 。 
其 次 ， 离 散 时 间 数 字 滤 波 器 的 频率 特性 应 当 保持 连续 时 间 模 拟 滤 波 咒 频率 特性 的 基本 特性 ， 
这 要 求 ;平面 的 虚 轴 必须 映射 到 z 平 面 的 单位 贺 上 。 具 体 来 说 ， 通 常 可 以 采取 冲 激 响 应 不 变 
法 或 双 线 性 变换 法 得 出 无 限 冲 激 响 应 数字 滤波 器 的 系统 函数 瓦 (z) 。 











5.2 无 限 冲 激 啊 应 (HR) 数字 滤波 如 设计 


无 限 冲 激 响应 数字 滤波 器 的 单位 抽样 响应 h(n) 包含 有 无 穷 多 个 采样 值 ， 其 系统 函数 
有 H(z) 为 z 的 有 理 函 数 ， 即 有 





M 
2 baz 
Me 2 (5-17) 
Xt) . - 
ie U12 


因此 ， 系 统 函 数 同时 含有 零点 和 极点 。 根据 滤波 器 所 I 性 能 指标 ， 通 过 系统 设计 得 出 H(z) 
后 ,将 其 转换 为 差分 方程 
0) = Dh + 也 son (5-18) 


k=0 


可 以 采用 递 推 的 方式 实现 数字 滤波 算法 。 如 果 采 用 硬件 系统 在 线 实现 数字 小 波 ， 可 以 采用 加 法 
船 、 延 迟 融 、 乘 法 需 这 3 种 基本 单元 及 存储 融 实 现 数字 滤波 融 。 前 已 说 明 ， 对 于 无 限 冲 激 啊 应 
数字 滤波 顺 ， 一 般 移 设计 模拟 滤波 器 有 ,(s) ， 然 后 再 转换 为 数字 滤波 右 H(z)。 从 H,(s) 到 
且 (z) 的 转换 方法 常用 的 有 冲 激 响 应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 ， 下 面 分 别 介 绍 。 
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5.2.1 冲 激 响 应 不 变法 


所 谓 冲 激 啊 应 不 变 ， 是 指数 字 滤 波 絮 系统 的 单位 抽样 响应 h(n) 与 对 应 的 模拟 滤波 器 的 
单位 冲 激 响 应 在 抽样 点 的 数值 完全 相同 ， 即 
h(n) =h, (nT) 
式 中 ，7 为 抽样 周期 。 设 
_BCs) _ B(s) 
DS yp 
式 中 ,pi ,ps,…,pyw 为 H,(s) 的 极点 。 先 考虑 一 种 比较 简单 的 情形 ; 设 pi ,ps ,…,p, 为 实数 
是 各 异 ， 则 有 7,(s) 可 以 做 部 分 分 式 分 解 ， 
N 玉 
H.(s) = > 一 一 


ye 





因此 ,模拟 滤波 带 的 冲 激 响 应 为 
ty EK?) 
式 中 ,u(t) 为 单位 阶 路 函数 。 六 抽样 Nn 不 变 的 要 求 ， 有 
h(n) = h, (nT) = 了 ke = > (erT)"u(nT) 


假定 模拟 滤波 器 是 稳定 的 ， 则 p, <0,(i=1,2,…,N)， 有 er? <1， 因 此 ， 数 字 滤 波 器 的 系统 


H(z) = h(n)z™" = > [> (rt) "unT) ]z 

















N 视 N 
= [>t ls 之 更 下 村 2， pr 
可 见 ， 当 ,(s) 含有 实 极点 时 有 
人. 大 jz 
SS 一 Pi 一 en ee 
如 果 石 ,(s) 含有 共 轮 复数 极点 ， 例 如 当 
H. = 
a1(3) (s+a)’ +(% 
则 有 
] (nT) (e-)"cosn( (7) 
可 以 求 得 
1 - -aa7 (2.7T -1 
a Cosg oz 
1 -2(e "cos(%T)z +e "z 
即 
1 - -aT T -1 
Ss+a 2 (e ”cosf 为 7)z (5-20) 
(s+a) +(% 1-2(e “icos()T)z ! +e lz ? 
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同 理 
{20 (e -Tsin() 7T)z-! 
(s+a)’ + 全 一 1 -2(e- "cosD07)z-) 区 
由 此 可 以 归纳 冲 激 响应 不 变法 由 模拟 滤波 需 系 统 函 数 求 数字 滤波 器 系统 函数 的 步骤 ; 
1) 将 模拟 滤波 絮 H,(s) 按 实 极点 和 共 斩 复 数 极点 的 类 别 进行 部 分 分 式 分 解 。 
2) 按 式 (5-19) ~ 式 (5-21) 进行 转换 求 出 数字 滤波 带 的 系统 函数 。 
例 5-3 已 知 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 的 系统 函数 为 
1 1 
(s+1)(s*: +s+1) +2s +2s+1 
试 采 用 冲 激 响 应 不 变法 求 数字 滤波 融 的 系统 函数 H(z) 。 
解 : 对 五 ,(s) 做 部 分 分 式 分 解 有 





(5-21) 




















H,(s) = 











Ue 2 2 a i 7 
erD[(+ 直 +( 匀 |] (+ + 

, 

| 2 5\2 





由 式 (5-19) ~ 式 (5-21) 有 








了 .B37 至上 
1+e i’ sin 7 — COS 7 
H(z) = — 3 


本 而 
的 1 -2 (eteos 7} +e-7Tz-? 


根据 冲 激 响应 不 变法 由 H,(s) 求 有 H(z) 概念 清楚 ， 比 较 方便 。 但 是 ， 由 于 在 阻 带 内 模 
拟 滤波 器 的 衰减 达 不 到 ， 或 者 说 模拟 滤波 器 的 频率 特性 不 是 真正 的 有 限 带宽 ， 这 样 ， 采 样 
定理 就 无 法 满足 。 因 此 ， 数 字 滤 波 需 的 频率 特性 将 会 出 现 混 受 效应 ， 这 会 影响 数字 滤波 器 的 
滤波 效果 ， 这 就 是 冲 激 响 应 不 变法 设计 数字 滤波 顺 的 局 限 性 所 在 。 不 过 ， 对 于 低 通 滤波 器 ， 
混 生 效应 一 般 会 对 阻 沾 的 衰减 产生 不 利 影响 。 如 采 滤 波 带 的 阶 数 足够 高 ， 混 合 效 应 所 产生 的 
影响 束 比 较 小 一 些 。 对 于 高 通 滤波 带 和 带 阻 滤波 带 ， 混 全 效应 产生 的 频谱 失真 比较 严重 ， 必 
须 采 用 其 他 方法 。 


5.2.2 双 线 性 变换 法 


冲 激 响 应 不 变法 对 于 非 带 限 频 谱 会 产生 混 秋 效应 ， 这 是 冲 激 响应 不 变法 的 缺点 。 我 们 来 
分 析 一 下 产生 混 锥 响应 的 原因 。 首 先 分 析 冲 激 响 应 不 变法 从 s 平面 到 z 平 面 的 映射 关系 。 对 
于 因果 抽样 信号 (1) ， 其 拉 普 拉 斯 变换 为 

















op 


H(s) = II h(t)6(t -nT) je di = 5 [hoa — nT) di] 
0 n=0 ne. 


(5-22) 
= Dh nT)e-m? 


效 三 和 
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离散 信号 h(n) 的 z 变换 为 H(z) = js， 由 于 h(n) =h,(n7T)， 故 有 


n=0 


H(z) = Dh,(nT)z™ (5-23) 


n=0 
比较 式 (5-22) 和 式 (5-23) 可 知 
应 (*) =H(z)| ,or (5-24) 
可 见 ， 冲 激 响 应 不 变法 从 s 平面 到 z 平 面 的 映射 关系 为 x = e7。 这 个 映射 将 * 平面 的 左 半 平 
面 映射 到 z 平 面 的 单位 圆 内 ， 将 * 平面 的 右 半 平 面 映射 到 z 平面 的 单位 圆 外 ， 可 以 保证 系统 
的 因果 稳定 性 。 当 s =jQ 时 ,z=ej% =ee， 即 * 平 面 的 虚 轴 映 射 到 z 平面 单位 圆 上 。 但 是 这 
个 映射 不 是 一 对 一 的 映射 ， 因 为 当 O7 = Co7 +2hmr =wo +2km 时 ,z=ei27 =eiw。 因此 jQ 上 


每 隔 -< 便 重复 映射 到 z 平 面 单位 加 上 ， 这 正 是 引起 频率 混 全 的 原因 。 为 克服 z=e” 映 射 的 


缺点 ， 人 们 提出 了 双 线 性 变换 映射 的 方法 。 

双 线 性 变换 法 的 主要 思想 是 将 * 平面 的 整个 ji 这 轴 正 好 映射 到 = 平面 单位 圆 的 一 周 ， 这 
样 可 以 避免 频率 特性 的 混 秋 效应 。 为 了 保证 因果 稳定 性 ， 要 求 将 * 平面 的 左 半 平 面 映 射 到 z 
平面 的 单位 圆 内 ，s* 平面 的 右 半 平 面 映射 到 z 平 面 的 单位 圆 外 。 此 外 ， 如 果 该 映射 是 可 逆 的 ， 
使 用 起 来 会 更 加 方便 。 

双 线 性 变换 的 映射 关系 为 


jk 


之 一 

















2 
Tl (5-25) 
式 中 ,7 为 采样 周期 。 其 逆 变 换 为 
_1+(7T2)s 
1-(72)s a2) 
将 s=jQ 代 入 式 (5-26) 得 
_1+j(0Q7/2) 
1 -jiC2772) 
显然 有 |z| =1， 即 对 于 任意 s =jC( -oo < 人 02<+w%w) 有 
jw 1+j(0Q7/2) 人 


”1 -ji027Z2) 
可 见 此 映射 将 ;平面 的 整个 j2 轴 正 好 映射 到 z 平 面 单位 圆 的 一 周 。 令 ;=o +jQ2， 则 式 (5-26) 
2 (1 +07/2) +j(017/2) 
(1 -07/2) -j(0772) 
从 式 (5-29) 可 以 看 出 ， 当 og <0 时 ，|z|<1, 当 o >0 时 ，|z| >1， 可 见 双 线 性 映射 可 以 保 

证 因果 稳定 性 的 要 求 。 
下 面 看 数字 频率 w 与 连续 频率 0 的 关系 。 将 z=e* 代 入 式 (5-25)， 由 于 zz 平面 单位 圆 对 

应 * 平 面 虚 轴 ， 故 有 





(5-29) 








jo _ j3 -i2 ) /2 
2 e 1 .2 (e e )[ 和 ;2 色 


jf = jc a .0 .外 ] 
Tae+] 了 (eiz +e-i2)/2 了 2 
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因此 


2 CO 
(2= Ttan 7 


回 
@ =2arctan 了 


可 以 看 出 ， 连 续 频 率 0 和 数字 频率 w 之 间 的 映 @ 
射 是 一 种 一 对 一 的 非 线 性 映射 ， 正 是 这 种 非 线 性 
的 变换 关系 将 CQ 从 -oo ~ +o 的 范围 压缩 到 w 
的 -mn~7 的 范围 。 这 样 就 有 效 解 决 了 常规 抽样 
信号 拉 普 拉 斯 变换 和 z 变换 之 间 的 映射 关系 所 引 
起 的 频谱 混 欠 问题 。 图 5-5 是 双 线 性 变换 中 数字 
频率 w 与 连续 频率 0 的 映射 关系 。 

例 5-4 已 知 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 的 系统 也 图 5-5 连续 频率 2 和 数字 频率 w 
数 为 之 间 的 映射 关系 

1 

$3 +2s7 +2s +1 
试 采 用 双 线 性 变换 法 求 数字 滤波 带 的 系统 函数 H(z) 。 

解 : 由 式 (5-25) 有 


(5-30) 












































H,(s) = 














1 
MH) ge a 
轩 外 ] +2( , +2 +1 
Tz+l Tz+l Tz+l 
3 
(+1)? 





GD RITH)R+(4T -2)z+ (27 +1)] 

由 于 双 线 性 变换 从 2 到 w 的 变换 是 一 个 非 线性 映射 ， 因 此 ， 连 续 滤 波 需 的 频率 特性 变 
换 到 数字 滤波 器 后 ， 其 频率 特性 会 发 生 一 定 程 度 的 畸变 。 在 滤波 器 设计 中 ， 有 时 需要 考虑 到 
这 种 影响 ， 对 设计 的 连续 滤波 需 的 频率 特性 进行 预 畸变 ， 使 得 变换 后 的 数字 滤波 器 频率 特性 
能 够 满足 给 定 技术 指标 。 
5.2.3 数字 滤波 器 的 频率 变换 

前 面 主 要 讨论 了 数字 低 通 滤波 髓 的 设计 方法 。 当 需要 设计 数字 高 通 、 带 通 或 带 阻 滤波 央 
时 ， 需 要 进行 频率 变换 。 通 常 采 用 两 种 方法 : 中 设计 模拟 低 通 滤波 器 ， 通 过 模拟 频率 变换 将 
其 变换 为 模拟 高 通 、 带 通 或 带 阻 滤波 右 ， 然 后 将 其 变换 为 数字 滤波 器 ，@ 设 计 模 拟 低 通 滤波 
器 ， 将 其 变换 为 数字 低 通 滤波 器 ， 然 后 采用 数字 频率 变换 将 其 变换 为 所 需 滤 波 器 。 

限于 篇 幅 ， 本 节 仅 介绍 基于 模拟 频率 变换 的 数字 滤波 器 变换 方法 。 下 面 以 低 通 滤波 需 到 
高 通 滤波 器 的 变换 为 例 来 介绍 变换 方法 。 

设 归 一 化 低 通 滤波 器 的 频率 特性 为 H,(jQ21 ) ， 系 统 函 数 为 瓦 (s ) ， 归 一 化 高 通 滤波 器 


的 频率 特性 为 及,(j 24) ， 系 统 函 数 为 所 (58) 。 根 据 模拟 滤波 器 的 理论 ， 从 低 通 到 高 通 的 频 
率 变换 为 
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24 = a 
本 (5-31 ) 
j 全 = 过 
因此 
H. (j Qn) =H (j21.) _ (5-32) 
H(in)=H(5)| ， (5-33) 





二 














例 5-5 已 知 归 一 化 低 通 巴特 沃 斯 模拟 滤波 加 的 系统 函 数 为 


1 
H(s:)= 
sa 人 5] 5 +2s1 +2s1 +1 


现 需 设计 对 应 的 高 通 滤波 器 ， 其 截止 频率 02. = 200mrad/s， 试 求 高 通 滤波 器 的 系统 函数 


及 人 3)。 
解 : 由 式 (5-33) 得 











-3 
村 1 本 SH 
8 2 ”~ a 
= 二 sL+2s1+2s+1 二 区 +2 各 +256+1 











H (34) = 瓦 (Cs ) . 


去 归 一 化 有 
本 (2007)3 3 
ns (200m)3353 +2 x (200m)2 5? +400my +1 





H(s)=H(5n) 


a a 








当 求 得 高 通 滤波 器 的 系统 函数 有 (85) 后 ， 可 以 采用 双 线 性 变换 得 出 高 通 滤波 器 的 


H,( 3 ) 。 这 里 应 当 说 明 ， 对 于 高 通 滤 波 器 ， 不 能 采取 冲 激 响应 不 变 的 方法 来 求 离散 系统 的 
系统 函数 ， i 产生 混 二 效应 。 

限于 篇 幅 ， 从 模拟 低 通 滤波 器 到 带 通 滤波 顺 及 人 带 阻 滤波 咒 的 转换 公式 不 再 介绍 ， 读 者 可 
参阅 滤波 器 设计 方面 的 文献 。 

上 述 采 用 基于 模拟 滤波 咒 变 换 再 变换 为 数字 滤波 器 一 般 只 能 采用 双 线 性 变换 方法 ， 这 种 
变换 方式 在 将 模拟 的 频率 特性 变换 为 数字 频率 特性 过 程 中 发 生 了 特性 的 扭曲 ， 使 得 最 终 的 数 
字 频 率 特 性 指标 和 基于 模拟 频率 特性 设计 的 指标 产生 差别 ， 这 会 影响 数字 滤波 器 的 应 用 效 
果 。 为 了 消除 扭曲 的 影响 ， 一 般 采 用 预 扭曲 的 方式 来 对 数字 频率 特性 进行 修正 。 不 过 ， 这 种 
修正 方式 有 时 效果 不 是 很 理想 。 而 从 模拟 低 通 滤波 融 到 数字 低 通 滤波 需 可 以 根据 设计 需要 采 
用 冲 激 响应 不 变 或 双 线性 变换 之 任意 0 因此 如 采 能 够 得 出 从 数字 低 通 滤波 器 到 数字 
高 通 、 带 通 、 带 阻 滤波 器 的 变换 方法 ， 会 带 来 一 定 的 方便 。 关 于 各 类 数字 滤波 融 之 间 的 变换 
方法 ,读者 可 参阅 相关 文献 。 


5.3 有 限 冲 激 响应 (FIR) 数字 滤波 器 设计 


无 限 神 激 啊 应 数字 滤波 器 的 设计 可 以 充分 利用 成 熟 的 模拟 滤波 器 设计 公式 ， 应 用 比较 方 
便 。 但 是 ， 这 种 设计 方法 一 般 不 能 保证 滤波 器 的 线性 相位 ， 因 此 对 某 些 需要 线性 相位 滤波 器 
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的 场合 受到 限制 。 而 有 限 冲 激 响应 (FIR) 数字 滤波 器 总 能 保证 系统 的 稳定 性 和 因果 性 ， 并 
且 容 易 实 现 线性 相位 特性 ， 所 以 具有 更 广泛 的 应 用 范围 。 本 节 主 要 介绍 FIR 数字 滤波 器 的 窗 
函数 法 。 
5.3.1 窗 函 数 法 

窗 函 数 法 的 基本 思路 是 以 理想 滤波 器 的 频率 响应 为 出 发 点 ， 首 先 通 过 侍 里 叶 反 变换 得 到 
理想 滤波 器 的 单位 冲 激 响 应 h(n) ， 由 于 理想 滤波 器 是 非 因果 系统 ， 因 此 通过 对 h(n) 加 时 
域 窗 以 得 到 可 实现 的 滤波 器 。 

设 理想 滤波 器 的 频率 响应 为 有 (ei? )， 其 单位 抽样 响应 为 h(n) ， 则 应 有 




















H(ei*) = > h(n)e-ie" (5-34) 


n=-% 


当 给 定 滤波 器 频率 特性 1(e”) 后 ， 可 以 利用 离散 信号 的 傅 里 叶 反 变换 求 出 h(n)， 例 如 当 
给 定 滤波 融 为 理想 低 通 滤波 器 时 ， 可 求 得 单位 抽样 响应 为 























1 1 jw jon 1 人 jon 
h(n) = | Rte )emdo = 3 | edo 
-o。 (5-35) 
sin( wn) 


二 = Sa(o n) 


Tn 
系统 的 单位 抽样 信号 是 一 个 非 因果 信号 ， 因 为 系统 激励 在 =0 时 才 加 入 ， 而 h(n) 持续 区 
间 为 (-%，% ), 在 -wm <n<0 时 已 经 有 响应 信号 ， 因此 这 样 的 系统 是 不 可 实现 的 。 
为 了 得 到 可 实现 的 因果 系统 响应 信号 h.(n)， 设 想 将 采用 一 个 “ 窗 函 数 ”w(n) 将 h(n) 
截 短 ， 最 简单 的 窗 函 数 w(n) 可 取 为 长 度 为 M 的 矩形 窗 








1 0<n<M-1 
om = 其 他 (5-36) 
则 可 以 得 到 
h(n) On<M-1 
ean ie (5-37) 








非 因果 的 无 限 长 度 单位 抽样 响应 信号 转变 为 因果 的 有 限 长 度 单位 抽样 信号 。 由 离散 信和 号 传 里 
叶 变 换 的 周期 卷 积 性 质 


H.(e?) = 元】 H(ej?) WI ei(%-0) ]d0 = 元】 Hlei(%-) ]W(e)dg (5-38) 





其 中 
, Mh _ -joM -ji3o iso -jo 
W( ei®) = 2 二 1 _ 一 e e 
=0 1l-e es El (5-39) 
sin(wM/2)- ij 
sin(w/2) ~ 

















矩形 窗 的 幅 频 特 性 | 下 〈eie) | 如 图 5-6 所 示 ， > 显然 ，M 越 大 ， 主 斩 
宽度 越 窄 。 加 窗 函 数 后 的 滤波 器 频率 特性 的 幅 频 特性 |.(e%) | 如 图 5-7 所 示 。 从 图 5-7 中 
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可 以 看 出 ， 实 际 实现 的 滤波 器 的 频率 特性 和 理想 滤波 器 的 频率 特性 相 比 ， 出 现 了 过 渡 带 ， 过 
渡 带 的 宽度 与 W 成 反比 ， 并 且 在 通 带 和 阻 带 都 出 现 了 纹 波 现象 。 随 着 M 的 增加 ， 
| 豆 (ei”) | 的 特性 并 不 是 完全 趋 于 理想 滤波 器 的 特性 ， 而 是 在 w。 处 附近 出 现 了 上 冲 ， 这 就 
是 所 谓 的 吉 布 斯 (Gibbs) 现象 。 我 们 可 以 解释 这 个 现象 产生 的 原因 。 由 式 (5-34) 可 知 ， 
厅 (ei") 可 视 为 由 理想 滤波 器 的 单位 抽样 响应 作为 系数 的 傅 里 叶 级 数 ， 现 采用 和 矩形 窗 将 其 截 
短 后 ， 其 频率 特性 有 .(e*) 可 以 看 作 是 用 有 限 项 的 傅 里 叶 级 数 近似 代替 无 限 项 ， 因 此 产生 
了 误差 。 从 频 域 性 质 的 角度 来 看 ， eh 
|W(ei*) | 除 主 泊 外 还 有 较 大 的 旁 沁 ， 卷 积 的 结果 就 出 现 了 上 冲 现 象 。 






































cei 
/| 人 \ [Eei®)| 
一 元 - 委 0 等 Tn [0) 
AwM 
图 5-6 和气 形 窗 的 幅 频 特 性 图 5-7 加 窗 函 数 后 的 滤波 器 幅 频 特性 








和 矩 形 窗 是 一 种 比较 简单 的 窗 函 数 ， 它 的 主 辩 宽度 较 宽 、 旁 锥 较 大 ,使 得 有.(e*) 的 过 
渡 带 宽度 和 阻 带 的 衰减 都 不 是 很 理想 。 为 了 克服 这 个 缺点 ， 人 们 尝试 寻找 更 为 合适 的 窗 函 
和 好 的 窗 函 数 应 当 具 有 如 下 特点 : 中 主办 宽度 尽 量 罕 ; 思 旁 锥 尽量 小 ， 使 得 信号 频 域 能 量 
尽 可 能 集中 于 主办 之 内 。 


5.3.2 常用 窗 函 数 


在 数字 信号 处 理 的 发 展 过 程 中 ， 提 出 了 很 多 种 窗 函 数 。 在 数字 滤波 右 的 设计 中 ， 常 用 的 
窗 函 数 有 以 下 几 种 : 








加 


1. 和 矩形 窗 
矩形 窗 是 最 简单 的 窗 函 数 ， 前 面 已 经 介绍 过 其 定义 : 
1 0<n<M-1 
w(n) = 
0 其 他 
其 频率 特性 为 
M-1 
jw 二 一 jw sin(wM/2) -i jas 
W(e®) = wn)e 二 





在 实际 分 析 中 ， 通 常 使 用 对 数 幅 频 特 性 L(ei*)。 对 数 幅 频 特性 L(ei*) 的 横 轴 仍 为 w， 
纵 轴 按 幅 频 特 性 的 常用 对 数 L(ei*) =20lg |W(ei*) | 刻度 ， 单 位 为 dB。 图 5-8a、b 分 别 为 矩 
形 窗 的 时 域 波形 和 对 数 幅 频 特 性 L( ej* ) 。 
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L(eio)dB 
0 
-20 
wm) -40 
-60 
-80 
-100 
一 0 T 
0 M-l1 n 四 
a) 时 域 信号 波形 b) 对 数 幅 频 特 性 
图 5-8 和 矩形 窗 的 时 域 波形 及 频谱 
2. 三 角 窗 
三 角 窗 又 称 为 巴特 利 特 (Bartlett) 窗 ， 其 定义 为 
2n M-1 
< <ns 
M Le 
wn) =152 -2n MS (5-40) 
0 其 他 
其 频率 特性 为 
M-1 
中 —jnw 2 sin(wM/4) YT 
W(ei = | tn tds 站 5-41 
(0°) = Dw)e 7 (5-41) 
图 5-9a、b 分 别 为 三 角 窗 的 时 域 波形 和 对 数 幅 频 特 性 L( ej® ) 。 
Zejo)/dB 
0 
-20 
wn) -40 
-60 
-80 
-100 
全 一 0 T 
0 M-l1 n 四 
a) 时 域 信号 波形 b) 对 数 幅 频 特 性 


图 5-9 三 角 窗 的 时 域 波 形 及 频谱 
3. 汉 宁 (Hanning) 窗 
汉 宁 徐 又 称 为 升 余 弦 窗 ， 其 窗 函 数 时 域 信号 的 定义 为 
0.5-0.5cos(2nn/M) 0 三 7 入 M -1 
w(n) = 


go (5-42) 
频率 特性 为 
W(eio) = ee =0.5U(w) +0.25[v(o -条 ): vo + 于 (5-43) 


式 中 ，U (w) = 汉 宁 窗 的 时 域 波形 及 对 数 幅 频 特性 如 图 5-10 所 示 。 
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L(ejo)/dB 

0 
-20 
WO -40 
-60 
-80 
-100 

一 0 区 

O M-1 n O 
a) 时 域 信 号 波形 b) 对 数 幅 频 特性 





图 5-10” 汉 宁 窗 的 时 域 波 形 及 频谱 
4. 海 明 (Hamming) 窗 
海 明 窗 也 称 为 改进 升 余弦 窗 ， 其 窗 函 数 时 域 信 号 的 定义 为 
有 人 全 0.54—0.46cos(2nn/M) 0<n<M-1 Ee 
0 其 他 
其 频率 特性 为 
M-1 


Woe) = Pre =0.540(0) +0.2|0(o - 守 )+ 0V(o + 委 | (5-45) 


式 中 ，V(wo) 意义 同 前 。 海 明 窗 的 时 域 波形 及 对 数 幅 频 特性 如 图 5-11 所 示 。 





L(eio)dB 

0 
-20 
wn) -40 
-60 
-80 
-100 

一 0 T 

0 M-l1 n 四 
a) 时 域 信号 波形 b) 对 数 幅 频 特 性 





图 5-11 海 明 窗 的 时 域 波 形 及 频谱 
5. 布莱克 曼 (Blackman) 窗 
布莱克 曼 窗 是 一 种 二 阶 余 弱 窗 ， 其 窗 函 数 时 域 定 义 为 
_ 42 -0.5cos(2nm/M) +0.08cos(47TmX ) 0 三 7 入 M -1 dl 
频率 特性 为 
W( ei ) -0420(o)+025[ulo- 等 }*dflo+ 等 ] 
(5-47) 
TT TT 
=0.04[0(o- 每 jru(o+ 委 ]] 
布莱克 曼 窗 的 时 域 波 形 及 对 数 幅 频 特 性 如 图 5-12 所 示 。 


比较 图 5-8 ~ 图 5-12 可 以 看 出 ， 和 矩形 窗 频 谱 的 主 泊 宽度 最 窄 ， 这 表明 由 矩形 窗 得 到 的 滤 
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ZeijioydB 
0 


wm) -40 


a) 时 域 信号 波形 b) 对 数 幅 频 特性 
图 5-12 布 业 克 曼 窗 的 时 域 波形 及 频谱 


波 器 过 渡 带 最 罕 。 但 是 矩形 窗 劳 兴 的 衰减 较 小 ， 即 高 频 的 泄漏 较为 严重 ， 这 使 得 基于 和 矩形 窗 
的 滤波 絮 在 阻 带 内 波动 幅度 较 大 。 三 角 和 窗 、 汉 宁 窗 及 海 明 窗 频谱 的 主 锥 较 矩 形 窗 宽 一 些 ， 而 
旁 锥 的 衰减 较 和 矩形 窗 多 一 些 ， 布 莱克 曼 窗 的 主办 宽度 最 大 ， 使 得 滤波 器 过 渡 带 较 宽 ， 但 是 布 
莱克 曼 窗 的 旁 兴 衰减 最 大 ， 因 此 布莱克 坚 窗 构成 的 滤波 器 阻 带 性 能 较 高 。 由 于 汉 宁 窗 和 海 明 
窗 主 办 的 宽度 及 旁 流 衰减 的 综合 性 能 更 好 一 些 ， 是 较为 常用 的 窗 函 数 。 


本 章 小 结 


本 章 简 单 介绍 了 数字 滤波 器 的 基本 概念 和 设计 问题 。 数 字 滤 波 顺 主要 可 分 为 无 限 冲 激 响 
应 滤波 右 和 有 限 冲 激 响 应 滤波 器 两 大 类 。 无 限 冲 激 啊 应 (HR) 滤波 器 一 般 以 模拟 滤波 器 的 
设计 为 基础 ， 主 要 采用 冲 激 响应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 实现 从 * 域 到 z 域 的 转换 。 冲 激 响 应 
不 变法 概念 清楚 ， 应 用 方便 ,但 是 数字 滤波 带 的 频率 特性 会 出 现 混 生效 应 。 对 于 高 通 滤 波 带 
和 人 带 阻 滤波 器 ， 混 肥效 应 产生 的 频谱 失真 比较 严重 。 双 线性 变换 法 可 以 避免 频率 特性 的 混 秋 
效应 ,但 在 频率 特性 变换 过 程 中 发 生 了 特性 的 扭曲 ， 会 影响 数字 滤波 器 的 应 用 效果 。 为 了 消 
除 扭曲 的 影响 ,一般 采 用 预 扭曲 的 方式 来 对 数字 频率 特性 进行 修正 。 有 限 冲 激 响 应 (FIR) 
数字 滤波 器 总 能 保证 系统 的 稳定 性 和 因果 性 ， 并 且 容 易 实现 线性 相位 特性 。FIR 滤波 带 的 设 
计 主 要 采用 窗 函 数 法 ， 基 本 思路 是 以 理想 滤波 器 的 频率 响应 为 出 发 点 ， 得 到 其 单位 抽样 响 
应 ， 然 后 对 其 加 时 域 窗 以 得 到 可 实现 的 滤波 侨 。 常 见 的 窗 函 数 有 和 矩形 窗 、 三 角 和 窗 、 汉 宁 窗 、 
海 明 窗 及 布莱克 曼 窗 等 。 








习题 
5-1 考虑 一 个 冲 激 响应 为 h(t) 的 连续 系统 。 其 系统 函数 为 
Ne s+a 


(st+ta) +b? 

试用 冲 激 响应 不 变法 求 离散 系统 的 系统 函数 H(z) ， 使 得 h(n) =h,(n7)。 
5-2 已 知 巴 特 沃 斯 模拟 低 通 滤波 器 幅 值 二 次 方 函 数 为 
1 

1+023 

















[4,(j0Q) 1 = 
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(1) 试 求 模拟 低 通 滤波 器 的 系统 函数 瓦 (s) ; 
(2) 试用 冲 激 响应 不 变法 求 对 应 的 数字 低 通 滤波 右 的 系统 函数 H(z) 。 
5-3 试用 双 线性 变换 法 将 模拟 滤波 器 系统 函数 H,(s) = 一 (a >0) 转换 成 为 数字 滤 
波 器 的 系统 函数 H(z) ， 并 求 数 字 滤 波 器 的 单位 抽样 响应 h(n) (T=2)。 
5-4 ”试用 双 线 性 变换 法 重 求 习题 5-2 的 数字 低 通 滤波 器 的 系统 函数 H(z) 。 
5-5 已 知 FIR 数字 滤波 器 的 系统 函数 为 
H(z) =3(1 +2z 1! +4z ?+2z 3) 











(1) 试 求 (ei*)， 定 性 画 出 幅 频 特性 | (ex? ) |; 

(2) 画 出 系统 直接 实现 的 信号 流 图 。 

5-6 ， 试 推导 汉 宁 窗 函 数 的 传 里 叶 变 换 WW( ej? ) 。 

5-7 ”用 和 矩形 窗 设计 一 个 线性 相位 高 通 FIR 数字 滤波 央 


—jwa 




















e T-W.oV<T 


H.(el?) = 
0 0<w<T-w., 
(1) 计算 滤波 器 长 度 N 为 奇数 时 的 h(n); 
(2) 计算 滤波 器 长 度 V 为 偶数 时 的 h(n)。 
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在 第 2 ~4 草 中 ,我 们 已 经 介绍 了 离散 系统 的 基本 理论 ， 这 些 理论 是 进行 数字 信和 号 处 理 
的 基础 。 而 采用 计算 机 进行 信号 分 析 与 处 理 时 ， 只 能 分 析 有 限 长 信号 ， 在 采用 计算 机 描述 离 
散 系统 的 频率 特性 时 ， 也 只 能 给 出 离散 的 表示 。 因 此 ， 需 要 发 展 一些 伟 里 叶 分 析 的 离散 化 方 
法 ， 即 离散 傅 里 叶 变 换 ( Discrete Fourier Transform，DFT)。DFT 除了 在 理论 上 具有 重要 地 
位 ， 还 在 各 种 信号 处 理 算法 中 起 着 核心 作用 。 
本 章 首先 介绍 离散 传 里 叶 级 数 (Discrete Fourier Series, DFS) 的 定义 及 性 质 ， 然 后 介绍 
离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 的 定义 、 讨 论 DFT 的 基本 性 质 ; 对 DFT 的 快速 算法 进行 较为 深入 


的 介绍 。 


















































6.1 离散 传 里 叶 级 数 


6. 1.1 离散 傅 里 时 级 数 的 定义 
考察 一 个 周期 为 N 的 周期 序列 ， 即 
Xn)= Xn+rN) (6-1) 
式 中 ，r 为 一 任意 整数 ;，N 为 给 定 自然 数 。 类 似 于 连续 周期 信号 ,设法 将 * (n) 表示 为 傅 里 
叶 级 数 ， 即 表示 为 e*Y"* 的 线性 组 合 。 这 里 ， 傅 里 叶 级 数 的 基 波 频率 为 “5 ， 上 次 谐 波 频率 为 






































?Tk。 需 要 说 明 ， 对 于 离散 周期 信号 ， 不 可 能 有 高 于 次 的 独立 谐 波 分 量 ， 其 传 里 时 级 数 的 
系数 也 是 周期 变化 的 。 这 是 因为 


2T 


Tn > 27 
Wk+Nn = ejnkn 


i 


2 2 
NNn WN 


el el = eivhn 


可 见 ， 谐 波 次 数 取 0,1,2,…,N -1 时 ， 谐 波 分 量 是 独立 的 ， 而 对 于 其 他 谐 波 分 量 ， 其 储 里 
叶 级 数 可 以 用 万 =0,1,2,…,N -1 的 谐 波 来 表示 ， 其 系数 也 为 周期 重复 。 因 此 ， 离 散 周期 信 
号 的 傅 里 叶 级 数 (DFS) 可 以 写 为 











N-1 
xX(n) = > arei™™ (6-2) 
k=0 


下 面 求 DFS 系数 w 的 表达 式 。 将 (n) 乘 以 e- 训 mm (m 为 整数 )， 对 nn 求 和 有 


N-1 5 N-1l WN-l 加 Bi 
2 -jymn i -jwmn 
>» x (n)e JN = >» [ > ayei"™ Je JW 


让 三 全 n=0 k=0 


交换 求 和 顺序 ， 得 
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N-1 本 N-1 Nl ， 本 

一 有 72 人 —JNymn 
>» x(n)e JN 二 > [ > we Je JN 
n=0 k=0 n=0 


N-1 N-1 
= >» a [ > ein(t-m)n | 
k=0 n=0 


Nel 2TT .2TT 加 
下 面 分 析 式 (6-3) 中 的 和 式 2 es 如果 天 = 普 ， 则 有 em =eo =1， 因 此 
n=0 


N-1 ， N-1 
Dein hm)n a > 1 -NN 
n=0 n=0 


和 若 〖 关 m， 令 1=k-m,， 则 


N-1 5 N-1 到 N-=-1 
-27 .2T) 。 27 
> ejw (hk-m)n = > ejml Bn 二 > [eiwz] 
R= 


在 三 人 n= 


这 是 一 等 比 级 数 ， 因 此 有 





Nl Pi 
> jn | se!" _ 
e 到 

n=0 1 -el™ 


式 (6-4) 、 式 (6-5) 可 统一 写 为 
N-1 
ein 加 人 k=m 


n=0 0 km 
式 (6-5) 实际 上 描述 了 复 指 数 级 数 的 正 交 性 关系 ， 由 此 得 到 
x (n) eiNmn = Na,, 
最 终 得 DFS 的 系数 为 
1 Nl 
全 二 而 之 X (用 )e TAN 








(6-3) 


(6-4) 


(6-5) 


(6-6) 


(6-7) 


(6-8) 


(6-9) 


(6-10) 


式 (6-9) 和 式 (6-10) 分 别称 为 DFS 的 变换 和 逆 变 换 公式 。 从 前 面 讨论 可 以 看 出 ，X(k) 和 
xX(n) 都 是 周期 为 N 的 离散 序列 ， 即 有 六 (E+rN) = 针 (k)、X(n+rN) =X(n)。 为 书写 方 


便 ， 定义 Wy =e -这 ， 则 式 (6-9) 、 式 (6-10) 又 可 写 为 
N-1 


X(k) = YEOn) We 


z= 


ee 
x(n) = HE) Wa" 


n=0 


(6-11) 


(6-12) 
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例 6-1 设 周 期 脉冲 串 (n) = 如 8(n+rN), 求 这 0D。 


r=—-% 


解 : 由 于 0<n<N-1 时 ，X (n) =6(n)， 故 有 


N-1 
XX(kY = D6(n) We 加 RN =1, =0,1,…,VN-l 


t=0 

















可 见 
Yon+tmN) © 1 
这 表明 周期 脉 串 串 和 1 是 一 对 离散 侍 里 叶 级 数 变换 对 。DFS 逆 变 换 可 以 写 为 
N-1 N-1 要 1 a N 
X (n) Sy Ww” = 工 》 efi _ n Tr 
J 0 0 nrN 


上 式 也 是 复 指数 序列 的 正 交 性 关系 的 男 一 种 描述 。 
例 6-2 ” 设 周期 矩形 序列 为 


1 0<n4 





Xn) = N=10 
0 S$S<n<9 
试 求 ()。 
有 N-1 4 
解 : X(k) = Dn) We = We 
注 写 村 n=0 
TT 
二 Wio | e -jnox5f -oe-js ee. Ee 
= 站 
1 - Wio ] — eiior sb 1 
本 例 中 ，X(F) = | (ED) |eie09 为 复数 ， 其 中 
_ sin 3 
|X(k) | = 人 
sin 一 天 
10 
0 k=0 
2k7T7 kk-l 
p(k)= Ts k=1,3,5,7,9 
不 定 k=2,4,6,8 
该 周期 信号 的 时 域 波形 图 如 图 6-1 所 示 ，DFS 的 幅 值 
和 相位 图 形 如 图 6-2 所 示 ， 图 中 ， 虚 线 为 包 络 线 。 wh 





下 面 解释 一 下 DFS 的 意义 。 对 周期 为 V 的 周期 序 吕 名 由 
列 (na) ， 取 其 一 个 周期 的 序列 值 构成 一 个 非 周期 序列 “一 由 Laser。 


广 -一 一 一 











as MW 图 6-1 周期 矩形 序列 (N=10) 
a el ey ‘ 
0 其 他 
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2(D 
站 | 
[Xa) Ni NAN 
人 
1 \ 1 \ 1 \ MM 
LVIy Vv Yr Y 1 
一 10 -5 0 和 10 k -TF 
a) 幅 值 特性 b) 相位 特性 
图 6-2 例 6-2 序列 的 傅 里 叶 级 数 系数 
则 侍 里 叶 变 换 为 
oo N-l 
X(eio) = > x(n)eier = DF(n)eie" (6-14) 
n=—-% 光 三 位 
将 式 (6-14) 与 式 (6-9) 比较 ， 可 得 
X(k) = 和 (Ceie) k=0,1,2,.…,N-1 (6-15) 





w= 


可 见 ， 离 散 周期 序列 的 DFS 可 以 解释 为 取 该 序列 一 
变换 为 w 在 0 ~2 之 间 的 频率 抽样 ， 其 频率 抽样 间隔 为 w = 











独立 的 谐 波 分 量 、 也 是 周期 序列 的 原因 。 因 为 经 过 











个 周期 信号 构成 的 非 周 期 信号 的 傅 里 叶 
2 下 。 这 也 说 明了 DFS 只 有 个 


NN 个 频率 抽样 后 ， 继 续 进 行 频率 抽样 时 ， 








又 会 在 单位 圆 上 重复 相同 的 频率 抽样 ， 从 而 为 周期 变化 序列 ， 而 独立 的 谐 波 分 量 就 是 w 


在 0~27 之 间 的 频率 抽样 。 
6. 1.2 离散 傅 里 时 级 数 的 性 质 




















由 前 面 讨论 可 知 ，DFS 可 以 解释 为 傅 里 叶 变 换 在 w 从 0 ~2" 之 间 的 频率 抽样 ， 即 z 变换 


在 z 平 面 单位 加 上 的 抽样 ， 因 此 DFS 的 许多 性 质 与 


z 变换 性 质 是 类 似 的 。 


不 过 ， 应 当 特 别 说 明 ，DFS 与 z 变换 在 某 些 方面 有 本 质 的 不 同 ， 与 z 变换 的 主要 区 别 为 : 


1) 2(n) 与 X(F) 两 者 均 具有 周期 性 ， 而 x( 
周期 函数 ， 仅 (ej? ) 具有 周期 性 。 

2) DFS 在 时 域 和 频 域 之 间 具 有 比较 严格 的 对 介 

周期 序列 傅 里 叶 级 数 的 主要 性 质 有 线性 、 序 列 

















n) 为 非 周期 信号 ，X(z) 一 般 为 z 的 非 





关系 。 
移 位 〈 循 环 移 位 ) 、 调 制 性 、 周 期 卷 积 和 


等 ,下 面 简要 介绍 。 为 简明 起 见 ， 以 下 用 XX(n) SOX(k) 表示 XX(n) 和 X(k) 是 由 式 (6-9)、 
式 (6-10) 或 式 (6-11) 、 式 (6-12) 所 决定 的 DFS 变换 对 。 


1. 线性 性 质 


设 宇 (nn) 全 (PD Cn) © X,(h), 


ax(n) +b%(n) OO a 


证 明 ， 由 定义 


其 周期 均 为 N， 则 有 


(Ck) + 总 (有 (6-16) 


和 As 
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DFS[axi(n) + bX,(n) a xi(n) + bX (n) ] WY 


N-1 

je 
六 三 从 

N=-1l 
ee 
下 三 上 


N-1 
Tin) WE +b DO bX (Cn) We = aXi(k) + bX,(k) 
兴 室 牧 


2. 移 位 性 质 


设 X(n) 全 YXY()， 则 有 


xX(n-m) 人 e-em (Ch) = WN XE) 


(6-17) 
N-1 
证 明 : 因为 DFS[ X(n-m)] = Dyn-m) We, 设 n-m=r， 则 n=m+r， 有 
关 三 从 
N-l-m N-l-m 
DFS[ (no-m)] = > Cr) WA = Wi >》 Xr) WS 
由 于 %(r) 的 周期 性 ， 有 


Xx(-m)=xX(N-m) 
x(-m+1l)=x(N-m+l) 


T(J-1)=X(N-1) 
故 
N-1l-m N-1 _ 
DFS[ (no-m)] = Wr >》 XCr) We = Whee dD Xr) WS = Wi XE) 
r=—m r=0 
同 理 可 证 


Wi"t(n) © Xn-) (6-18) 
式 (6-18) 称 为 DFS 的 调制 性 质 。 


3. 时 域 周期 卷 积 


所 谓 周 期 卷 积 有 两 个 含义 :其 一 是 指 进 行 卷 积 运算 的 两 个 序列 均 为 离散 周期 信号 ; 其 二 
是 指 卷 积 运算 的 过 程 局 限 在 一 个 周期 之 内 。 周 期 卷 积 用 符号 贸 表 示 ， 即 


N-1 N-1 
Kn) on) = Dm on-m) = Rom) Rn-m) (6-19) 

和 m=0 
卷 积 性 质 描述 如 下 : 


设 (n) 全 议 ()、z(n) 名 XX,(k)， 其 周期 均 为 N， 则 有 


DFS[ Xi(n) 图 Ks(n)] =X1(k) XE) (6-20) 
N-1 
证 明 : 设 y(n) = X(n) @ CV(n) = > 训 (m) 大 (n--m), 则 有 


N-1 ,1 NS 
Y(k) = EL = DD Fm) En m) We 


n=0 m=0 
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交换 求 和 顺序 得 


FD = 入 


m=0 n=0 


Xi (m) We [5 bn- m) We"-™) ] 


wi n= 


-Fam pi Er We]= Xi(k) XY, (Ek) 


r=—m 


4. 频 域 周期 卷 积 
设 y(n) = 训 (n) 庆 (n)， 则 有 


7( = DFS[ 7 (n)] = 记 (Hi (6-21) 

证 明 与 时 域 周 期 卷 积 性 质证 明 过 程 类 似 ， 故 

5. 对 偶 性 质 

设 X(n) 全 X(k), 则 有 X(n) NX(-k)。 

该 性 质 的 含义 :如果 DFS[ (nn)] = 针 (k)， 则 对 于 以 DFS[ 区 (n) ] 的 系数 所 构成 的 周期 
序列 了 (n)，DFS[X(n)] =NX(-k),， 其 DFS 的 系数 正好 相当 于 原 周期 序列 的 翻转 xX ( -上 ) 
乘 以 周期 N。 

证 明 : 由 DFS 的 定义 知 鱼 (k) = Fi) We - ) -这 (有 mi， 因此 


= 位 
NXi(-n) = FY 
注意 ， 这 里 n 表示 时 域 变 量 ， ;表示 频率 变量 。; 将 上 式 的 n 与 上 互 换 ， 则 有 





NX(-k) = E(w 
根据 DFS 的 定义 ， 上 式 表明 
Xl(n) © Ni(-hk) 
即 以 X(n) 为 周期 时 间 序 列 的 DFS 系数 为 NX ( -上 )。 


6.2 ”离散 傅 里 叶 变换 (DFT) 


为 了 采用 计算 机 进行 信号 的 频谱 分 析 ， 要 求 所 分 析 的 信和 号 在 时 域 和 频 域 都 是 离散 的 ， 并 
且 时 域 的 离散 信号 和 频 域 的 离散 频谱 都 是 有 限 长 的 。 离 散 信号 的 傅 里 叶 变 换 (Discrete Time 
Fourier Transform，DTFT) ,其 时 域 信号 是 离散 非 周 期 的 ， 其 频谱 是 连续 周期 的 频谱 ， 显 然 不 
We 普 分 析 的 要 求 。 离 散 周期 信号 的 DFS， 其 时 域 信号 和 频 域 的 频谱 都 
离散 周期 变化 的 ， 可 持续 区 间 为 无 穷 区 间 ， 也 不 符合 分 析 要 求 。 不 过 ， 利 用 DFS 时 域 和 
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频 域 的 周期 性 ， 各 取 一 个 周期 ， 就 构成 了 时 域 的 离散 有 限 长 信号 和 频 域 的 离散 有 限 频 谱 的 要 
求 ， 就 可 以 形成 新 的 变换 对 。 这 种 变换 对 就 称 为 离散 傅 里 叶 变换 ( DFT)。 后 面 可 以 看 到 ， 
DFS 的 周期 性 对 于 DFT 的 性 质 有 很 大 影响 ， 我 们 称 这 种 影响 为 隐 含 的 周期 性 ， 这 是 和 连续 
信和 号 的 传 里 叶 变换 及 反 变 换 所 不 同 的 。 
6.2.1 离散 傅 里 时 变换 的 定义 

设 x(n) 是 一 个 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 ， 则 定义 x(n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 为 


















































N-1l 
X(k) = DFT[x(n)] = Dax(n)We k=0,1,,N-1 (6-22) 
n=0 
X(k) 的 离散 伟 里 叶 逆 变换 定义 为 
x(n) = IDFTIX(k)] = -Ex ms in n=0,1,,N-1 (6-23) 


例 6-3 设 xi(n)=R(n)、N=8、 a =R(n)、N=16、 试 求 庆 (kk)、X,(k)。 
解 : 根据 定义 有 


Hh) = Tam = ei 





n=0 n=0 
T 
= e-ijst™ 9 k=0,1 7 
sin( BE) 
各 负 三 DE ) Wi = > ei 
| k=0,1,..,15 
sin( 2) 

















下 面 分析 对 于 同一 个 长 度 为 NN 的 离散 信号 x(n) ,其 DFT 和 z 变换 及 传 里 叶 变换 的 关系 。 
x(n) 的 z 变 换 为 

















X(z) = Z[x(n)] = St (6-24) 
六 过 入 
其 傅 里 叶 变换 为 
X(ei) = FT[x( 2 Din)e-io (6-25) 
六 二 灿 
DFT 为 
X(k) = DFT[x(n)] = Ex m 0<k<N-1 (6-26) 
比较 式 (6-24) ~ 式 (6-26) 可 以 看 出 
X(K) =X(2)| pm 0<k<N-1 (6-27) 
或 


X(F) =XCe)| OSkSN-1 (6-28) 
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可 见 ,，x(n) 的 DFT 是 其 z 变换 X(z) 在 z 平 面 的 单位 圆 | 
上 的 等 间隔 抽样 ， 或 是 其 傅 里 叶 变 换 X(eie) 的 频率 等 间 "| 
隔 抽 样 。 因 此 ， 对 两 个 具有 不 同 长 度 Ni、N,(N,>N) 

的 信号 xi(n) 和 x,(n)， 如 果 xi(n) 和 x,(n) 的 非 零 




















值 完全 相同 ， x2 (n) 仅仅 比 xXx1(n) 多 出 N, -Ni 个 零 ， a 2T Oo 
则 可 以 看 出 ， 以 长 度 为 Wi 信号 的 DFT 相当 于 在 z 平 面 AN-8 
单位 圆 上 的 抽样 间隔 大 一 些 ， 而 长 度 为 信号 的 DFT a 


在 z 平 面 单位 贺 上 的 抽样 间隔 小 一 些 ， 但 不 会 改变 包 络 二 
线 的 特性 。 以 o 为 统一 尺度 比例 时 相应 的 关系 如 图 6-3 am 














所 示 。 这 个 特点 有 助 于 帮助 我 们 理解 对 于 某 些 离散 信号 8 

的 处 理 ， 在 数字 信和 号 处 理 中 ， 常 常 需要 对 长 度 为 N 的 
已 知 离散 信号 x1(n) 进行 补 零 构成 一 个 长 度 为 N, 的 新 0 2 4 6 810 应 1415 天 
信号 x(n) ， 分 别 求 DFT 得 到 钱 (k) 和 XX.(k)， 这 样 的 。 图 6.3 不 同 信号 长 度 的 DFT 与 

处 理 不 会 影响 其 频谱 的 包 络 线 ， 即 频谱 的 关键 信息 ， 但 对 应 傅 里 叶 恋 换 的 关系 




















是 马 ( 有 四 对 于 信号 频谱 的 描述 比 X(k) 更 加 细致 一 些 。 
当 和 一 % 时 ，X,(k) 会 趋 于 连续 频谱 。 
这 里 要 说 明 一 下 DFT 的 隐 合 周期 性 问题 。 在 前 面 定义 的 DFT 变换 对 中 , *(n) 与 X(4) 均 
为 有 限 长 序列 ， 但 由 于 W 的 周期 性 ,使 X(£) 隐 仿 周期 性 ， 且 周期 为 NW。 对 任意 医 数 m， 
总 有 
克 =W4+"W) mWN 均 为 整数 
因此 


X(k +mN) = 


N-1 
> x(n) Wt 
(6-29) 
= OC) WE = XE) 
可 见 ， 如 果 扩 展 X(k) 的 序号 ， 则 X(k) 呈现 出 周期 性 ， 且 周期 为 N。 同 理 , 将 x(n) 进行 
周期 延 拓 有 
x(nt+mN) =x(n) (6-30) 


因此 ,任意 周期 序列 % (n) 都 可 以 看 作 是 有 限 长 序列 x(n) 进行 周期 延 拓 而 形成 的 ， 即 


op 














区 七 趣 》 总 之 x(n+mN) (6-31) wh 
周期 延 拓 示意 图 如 图 6-4 所 示 。 上 
为 后 面 八 述 方便 ， 可 以 用 更 为 简明 的 描述 方 ls, - 
式 表示 : Kh 
Fn) =x ((n))y (6-32) I In 1 
而 有 限 长 序列 *(n) 与 对 应 周期 序列 (mn) 的 关 2 











系 为 图 6-4 有 限 长 序列 x(n) 周期 延 拓 为 t(n) 
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x(n) = x%(n)Ry(n) (6-33) 
同 理 
X(k) = Xk) RYE) (6-34) 
Xk) =X( (KE))y (6-35) 
6. 2.2 离散 傅 里 叶 变 换 的 基本 性 质 
1. 线性 性 质 
设 xi(n) 和 x,(n) 是 两 个 有 限 长 序列 ， 长 度 分 别 为 W 和 NN,。 当 Ni 关 N, 时 , 令 
N=maxiN，NV | 
将 xi(n) 或 x,(n) 补 零 构 成 长 度 为 V 的 序列 。 令 
y(n) =axi(n) +bx,(n) (6-36) 
则 
Y(k) =DFT[ y(n)] =aX(k) + (ED k=0,1,.,N-1 (6-37) 


式 中 ,XI(k) 和 Xs(k) 分 别 为 x1(n) 和 xs(n) 的 NN 点 DFT。 
本 性 质 根据 DFT 的 定义 就 可 证 明 ， 故 从 略 。 
2. 循环 移 位 性 质 
设 x(n) 为 有 限 长 序列 ， 长 度 为 Y， 则 *(z) 的 循环 移 位 定义 为 
yn) =x ((n+t+m))wRy(n) (6-38) 
循环 移 位 示意 图 如 图 6-5 所 示 。 

















miele 
In 


图 6-5 循环 移 位 示意 图 
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设 X(k) =DFT[x(z) ]， 则 循环 移 位 序列 y(z) 的 DFT 为 
Y(k) =DFT[y(n)] = Wy™X(E) (6-39) 
N-1l 


证 明 : Yk) = DFT[y(n)] = OCCn+m)) wRn(n) We 


= Dn +m))yw , 开 铝 


从 nt+m=n’, 则 有 
N-l+m -1l+m 


Y(k) = 人 x ((n')) vyWN"™ = 2 Wi > x ((n’)) ww 


n’=m 


由 于 上 式 中 求 和 项 x((n') )wN 以 NN 为 周期 ， 所 以 对 其 在 任 一 区 间 的 一 个 周期 上 的 求 和 结 
果 相 同 。 将 上 式 的 求 和 区 间 改 在 主 值 区 间 则 得 
N-1 N-1 
YF) = Wi Dx (Cn)) vyWe = Wi DCn') Wi 


n’=0 n’=0 
= Wo"X(E) 
类 似 地 ， 可 以 证 明 频 域 循环 移 位 定理 。 即 如 果 X(k) =DFT[x(n)](0<k<N-1), Y(k) = 
天 ( (E+7) )Ry(k)， 则 有 
y(n) =IDFT[Y(k) ] = Wx(n) (6-40) 
3. 循环 卷 积 定理 
设 有 限 长 序列 xj(n) 和 x,(n)， 其 长 度 N， 定义 xi(n) 和 x,(n) 的 循环 卷 积 》 





N-1 
x(n) = Dm) (nm)) wRy(n) (6-41) 
m=0 
循环 卷 积 通常 以 符号 全 表示 ， 即 
N-1 
XI1(n) @x,(n) = Drm) rs (nm)), NvRw(n) (6-42) 


m=0 

该 运算 是 将 x,(m) 以 变量 n 为 参 变量 ,对 x,(( -m) )wyRy(m) 进行 n 位 循环 移 位 和 x (m) 
相 乘 后 对 所 有 m 进行 求 和 所 得 到 的 一 个 新 的 序列 x(n)，x(n) 的 长 度 仍 为 N。 显然 这 与 一 
般 的 线性 卷 积 不 同 ， 故 称 之 为 循环 卷 积 。 循 环 卷 积 示 意图 如 图 6-6 所 示 。 

下 面 介 绍 循环 卷 积 定理 。 

设 x(n) =2(2z) 图 和 (2)， 则 

X(k) =X1 (kX (Ek) (6-43) 

其 中 X(OD 、 训 (8) 、(k) 分 别 为 x(n) 、w (na) 、xs(n) 的 离散 傅 里 叶 变换 。 

证 明 : 直接 对 式 (6-41) 两 端 求 离散 傅 里 叶 变换 

X(k) = DFTLx(z) 


N-1l N-l 


=- ZEa (nm) aR) WN 


药 室 从 三 















































交换 求 和 顺序 ， 有 
N= N-1 
XK) = Drm) [Da Cn-m)) Wwe] 


m=0 n=0 
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图 6-6 循环 卷 积 示 意图 


AN-1 N-l-m 
| 


i i 


这 守 (0 


N-1l N-l-m 
= Sm Wl > (Cn)) nw ] 


‘=-m 


根据 x*((z) ) wyN 的 特性 ， 将 上 式 的 求 和 区 间 改 在 主 值 区 则 得 


N= N-1 
X(k) = Darin) Wel xn’) We ] 
六 写 科 0 


(6-44) 
= Xk)LE) Os<k<sN-1 
这 里 要 说 明 ， 循 环 卷 积 满足 交换 律 ， 这 是 因为 
= DET ] = 
因此 
x(n) =IDFT[X(k)] a 


=Xl(n)®@ x (n) =%(n)® Xi(n) 

同 理 可 以 证 明 频 域 循环 卷 积 定理 : 设 xj(n) 和 x,(n) 是 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 ,XX () 

和 (kk) 分 别 为 x1(n) 和 x%,(n) 的 离散 傅 里 时 变换 ， 令 x(nz) =xi(n) x(n)， 则 x(n) 
的 DFT 为 
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N-1 
XA) = EO) BL) = ELD (ED)) RN) (6-46) 
大 从 
或 
N-1 
X(N = Ss Ch Da) (6-47) 
1=0 


4. 对 偶 性 质 
由 前 面 介 绍 的 DFT 的 性 质 可 以 看 出 ，DFT 与 DFS 具有 很 多 相似 的 性 质 ， 并 且 有 限 长 序 
列 x(n) 和 其 DFTX(k) 分 别 周 期 延 拓 就 得 到 周期 序列 及 其 对 应 的 DFS， 即 有 
X(Nn) =x((n))y 
XOR) = CUE) Ys 
DFS 对 偶 性 质 为 : 当 2(m) 全 X( 有 ), 则 有 XX(n) ”NX(-k)。 对 于 DFT， 定义 




















xi(n) =X(n)Ry(n) =X(n) (6-48) 
则 类 似 于 DFS 的 对 偶 性 质 的 论证 过 程 可 得 
Xi(k) =DFTLxi (nn)] =Nx (( -hk)) NvRy(k) (6-49) 

















因此 DFT 的 对 侦 性 质 描 述 为 
当 x(n) 全 X(k), 则 有 XG(n) 全 Nx (( -Fk)) NRy(E), 


6.2.3 用 DFT 计算 线性 卷 积 

DFT 的 快速 算法 快速 傅 里 叶 变 换 (Fast Fourier Transform，FFT) 的 出 现 ， 使 DFT 在 数字 
通信 、 语 言 信号 处 理 、 图 像 处 理 、 功 率 谱 估 计 、 系 统 分 析 、 雷 达 理 论 、 光 学 、 医 学 、 地 震 以 
及 数值 分 析 等 各 个 领域 都 得 到 广泛 应 用 。 

设 两 个 有 限 长 序列 xj (n) 和 wx,(n) 的 循环 卷 积 》 




















L-1 
y(n) = %(n) @%(n) = Zr Cm) so ((n—m))rRi(n) 

已 知 xj(n) 和 x(n) 的 DFT 分别 为 

Xi(k) =DFTL x (n)] 

Xs(k) =DFTL x (n)] 
由 时 域 循环 卷 积 定理 有 

YE) =DFT[L y(n)] =X1(k) * X, (hk) 

由 此 可 见 ， 循 环 卷 积 既 可 在 时 域 直接 计算 ,也 可 以 按照 图 6-7 所 示 的 计算 框图 ， 在 频 域 计 
算 。 由 于 DFT 有 快速 算法 FFT, 当 w 很 大 时 , 在 频 域 计 算 的 速度 快 得 多 , 因而 常用 DFT 
(FFT) 计算 循环 卷 积 。 


X1(n) DFT XI 


Cg XI1N) Xo(n) 


Xa(n) DFT Xo(P) 








图 6-7 采用 DFT 计算 循环 卷 积 框图 
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在 实际 信号 处 理应 用 中 ， 为 了 分 析 时 域 离散 线性 非 时 变 系统 或 者 对 序列 进行 滤波 处 理 
等 ， 需 要 计算 两 个 序列 的 线性 卷 积 。 与 计算 循环 卷 积 一 样 ， 为 了 提高 运算 速度 ， 人 们 也 希望 
用 DFT (FFT) 计算 线性 卷 积 。 而 DFT 只 能 直接 用 来 计算 循环 卷 积 ， 为 此 需要 分 析 线 性 卷 积 
和 循环 卷 积 之 间 的 关系 ， 导 出 采用 循环 卷 积 计算 结果 与 采用 线性 卷 积 计算 结 果 相 等 的 条 件 。 

假设 h(n) 和 x(n) 都 是 有 限 长 序列 ， 长 度 分 别 是 N 和 W。 它 们 的 线性 卷 积 可 以 写 为 








N=1 
y(n) = h(n) *x(n) = Sh(m)axln —m) (6-50) 


m=0 
线性 卷 积 的 非 零 序列 值 共 有 N+M-1 个 ， 如 图 6-8a 所 示 。 因 此 ， 序列 y,(n) 的 长 度 至 少 为 
N+M -1， 才 能 完整 描述 线性 卷 积 y(n) 的 特性 。 
在 进行 循环 卷 积 时 ,将 h(n) 和 x(n) 均 补 零 构成 长 度 为 二 的 序列 ， 则 循环 卷 积 ; 


L-l 
y(n) = h(n) x(n) = Dh(m)x (nm)) Ri(n) (6-51) 


m=0 
图 6-8b 分 别 给 出 不 同 的 工 值 所 对 应 的 循环 卷 积 结 果 。 可 以 看 出 ， 如 果 L 三 N+M -1， 则 循环 
卷 积 和 线性 卷 积 结 果 相 同 。 为 方便 起 见 ， 一般 可 以 取 L=N+M。 




























hn) Ox) 
h(n) 
4 上 
N=4 3 1L=6 
2 上 
1 上 
0 .1 27 3 n 0 12 3 45 n 
hn) Ox) 
x(n) 人 
4 上 
和 M=5 3 L=8 
2 上 
1 
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h(n)xx(n)h 
4 上 
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1 9 
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图 6-8 线性 卷 积 和 循环 卷 积 比较 


因此 ， 要 想 用 DFT 来 计算 线性 卷 积 ， 可 采用 如 下 计算 步骤 : 

1) 将 h(n) 和 x(n) 分 别 补 零 ， 构 成 长 度 为 L=N+WM 的 序列 。 

2) 对 长 度 为 L 的 h(n) 和 x(n) 分 别 进行 DFT, 求 出 H(k) 和 X(k)。 
3) 计算 Y(k) =H(k)X(k)。 

4) 用 IDFT 求 出 y(n)。 

采用 DFT 计算 线性 卷 积 框图 如 图 6-9 所 示 。 























104， 数字 信号 处 理 及 其 应 用 
































图 6-9 采用 DFT 计算 线性 卷 积 框图 


在 实际 的 信号 分 析 处 理 中 ,h(n) 通常 是 有 限 神 激 响应 滤波 器 的 单位 抽样 响应 ， 为 有 限 
长 序列 ， 而 x(n) 为 待 处 理 信 号 ， 其 信号 长 度 远 远大 于 h(n) 长 度 ， 甚 至 可 以 认为 是 无 限 长 
言 号 ， 在 这 种 条 件 下 要 采用 DFT 利用 循环 卷 积 来 处 理 信号 ， 可 以 采用 将 x(n) 进行 分 段 循 
环 卷 积 然后 进行 合 加 的 方法 。 

将 x(n) 均匀 分 段 ， 每 段 信号 长 度 均 为 M， 则 x(n) 可 以 写 为 











x(n) = ln) (6-52) 
=0 
其 中 
xi(n) =x(n) : Ry(n -kM) (6-53) 
于 是 , h(n) 与 x(n) 的 线性 卷 积 可 表示 为 
y(n) = hn) x(n) = h(n)* xen) 
=0 


= Dh(n) * x (n) = Dyiln) 
三 和 二 0 





显然 ，y;(n) =h(n) *xi(n) 是 两 个 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 ， 其 中 h(n) 的 长 度 为 N， 
xi(n) 的 长 度 为 M。 因 此 ， 只 要 对 h(n) 和 wi(n) 进行 补 零 ， 构 成 长 度 为 L=N+M 的 序列 
h'(n) 和 xi(n)， 则 











yi(n) =h'(n)®xi(n) 
因此 ， 可 以 用 多 个 循环 卷 积 的 组 合计 算 长 序列 的 线性 卷 积 


y(n) = yn) = Zn) Bln) (6-54) 
二 站 “= 


但 是 这 样 会 产生 一 个 问题 ， 就 是 从 第 二 个 分 块 开始 ， 前 一 卷 积 和 后 一 卷 积 会 产生 M 个 重 芋 
的 序列 数据 ， 必 须 将 这 些 数 据 倒 加 才能 得 到 长 序列 卷 积 的 最 终结 果 ， 这 种 计算 长 序列 卷 积 的 
方法 称 为 重合 相 加 法 。 重 合 相 加 法 的 计算 过 程 如 图 6-10 所 示 。 

男 一 种 计算 长 序列 卷 积 的 方法 是 重合 舍 去 法 。 限 于 篇 幅 ， 本 书 不 再 介绍 ， 读 者 可 参阅 相 
关 参 考 文献 。 
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6.3 ”快速 侍 里 叶 变 换 


1965 年 ， 库 利 -图 基 在 《Mathematic of Computation》 杂志 上 发 表 了 “机 需 计 算 传 里 叶 级 
数 的 一 种 算法 ”的 论文 ， 提 出 一 种 快速 计算 DFT 的 方法 ， 给 出 了 计算 机 实现 的 程序 5] 。 这 
种 快速 计算 DFT 的 方法 被 称 为 快速 傅 里 叶 变 换 (Fast Fourier Transformn ，FFT) 。FFT 的 提出 
使 得 DFT 的 快速 计算 变 为 可 能 ， 不 但 使 得 实时 卷 积 运算 变 为 可 能 ， 而 且 可 应 用 于 功率 谱 估 
计 、 相 关 函 数 计算 及 相干 计算 等 ,使 得 数字 信号 处 理 作为 一 个 新 兴学 科 迅 速 发 展 。 

本 节 讨 论 FFT 的 基本 算法 ， 主 要 针对 长 度 为 2 的 整数 究 序 列 ， 介 绍 基 2 FFT 算法 ， 包 括 
按时 间 抽 取 的 FFT 算法 和 按 频率 抽取 的 FFT 算法 ， 最 后 对 分 裂 基 的 FFT 算法 进行 了 介绍 。 


6.3.1 直接 计算 DFT 算法 存在 的 问题 及 改进 途径 
前 面 已 经 指出 ， 对 有 限 长 序列 补 零 后 ， 采 用 DFT 可 以 计算 线性 卷 积 。 因 此 ， 利 用 DFT， 
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可 以 分 析 线 性 离散 系统 ， 或 分 析 数 字 滤 波 右 对 信号 的 滤波 效果。 现 提出 这 样 一 个 问题 ， 给 定 
一 个 有 限 长 序列 x(n)， 序 列 的 长 度 为 Y， 现 对 *(n) 进行 一 次 DFT 运算 ， 共 需 多 大 的 运算 
工作 量 ? 
计算 一 个 X(k) (一 个 频率 成 分 ) 值 ， 运 算 量 为 
N-1 
X(k) = Sx)W k=0,1,,N-1 (6-55) 


n=0 

可 见 , 计算 一 个 X(k) 需要 做 入 次 复数 乘法 和 WN -1 次 复数 加 法 。 当 进行 DFT 运算 时 ， 需 要 
计算 所 有 NN 个 频率 分 量 ， 这 样 就 需要 计算 N? 次 复数 乘法 和 N(N -1) 次 复数 加 法 。 而 计算 
机 实际 上 以 实数 运算 作为 基本 运算 ， 因此， 需要 把 复数 运算 化 为 等 效 的 实数 运算 。 由 于 两 个 
复数 相 乘 时 有 











(a+jb)(c+jd) =(ac-pd)+jCocr+ad) 
由 此 看 到 一 对 复数 相 乘 时 包含 4 次 实数 乘法 和 两 次 实数 加 ( 减 ) 法 〈 实 部 与 虚 部 之 间 的 加 
号 表示 复数 的 定义 ， 并 没有 进行 实际 运算 ) 。 由 此 可 以 看 到 ， 对 长 度 为 NN 的 序列 x(n) 进行 
DFT 共 需 要 4N? 次 实数 乘法 和 2N(N -1) 次 实数 加 法 。 因 此 : 直接 计算 DFT 时 ， 乘 法 次 数 
与 加 法 次 数 都 是 和 成 比例 的 。 当 很 大 时 ， 所 需 工 作 量 非 常 可 观 。 例 如 当 V = 1024 点 
时 ， 直 接 计 算 DFT 需要 的 实数 乘法 次 数 为 
4N? =4 x10242 =4194304 

即 四 百 多 万 次 的 乘法 运算 。 这 对 实时 性 很 强 的 信和 号 处 理 (如 雷达 信号 处 理 ) 来 讲 ， 很 难 达 
到 实时 处 理 的 要 求 。 有 些 信息 处 理 虽然 不 要 求实 时 计算 ,但 由 于 待 处 理 的 数据 量 庞大 ， 计 算 
机 的 计算 时 间 会 呈 指 数 增长 。 例 如 一 个 运算 速度 为 1000 万 次 乘法 / 秒 的 较 高 性 能 的 微型 计算 
机 ， 采 用 DFT 处 理 1s 检测 的 1024 个 点 数据 时 ， 计 算 时 间 不 足 1s， 时 间 很 短 ; 但 10min 积 
累 的 数据 就 可 以 达到 105 个 ， 采 用 DFT 处理 时 间 大 约 需 要 28h， 计 算 时 间 已 经 较 长 ， 如 果 待 
处 理 数据 的 检测 时 间 长 度 为 1 天 ,积累 的 数据 量 可 达到 1. 44 x10s， 计算 机 采用 DFT 处 理 时 
间 可 达到 45 年 以 上 。 可 见 ， 随 着 数据 量 的 增 大 ， 直 接 采 用 DFT 进行 处 理 的 时 间 将 无 法 忍 
受 。 因 此 迫切 需要 改进 DFT 的 计算 方法 ， 以 减少 总 的 运算 次 数 。 

由 于 计算 机 做 乘法 的 时 间 远 大 于 做 加 法 的 时 间 ， 因 此 下 面 主 要 分 析 乘 法 计算 的 效率 
问题 。 

实际 上 ，DFT 的 运算 过 程 中 有 大 量 的 乘法 运算 其 实 是 不 需要 的 ， 例 如 


.2m 本 _ 2/ 要 本 
WN =e iN =eri2r=1， Wy =e ?=e "= -1, Wh =e-? =1; 


将 这 些 不 必要 的 运算 除去 ， 可 以 减少 一 些 乘法 运算 。 同 时， 利用 WY 的 固有 对 称 性 和 周期 
性 ， 也 可 以 改善 DFT 的 运算 效率 ， 例 如 
Wt = WAYWS =e 2" Wh = Wh, Wh = 一 了 
We N-n) 和 WW 三 Ws nk ， 了 WY 三 We WW 名 三 Wi ; 
例 6-4 试 利 用 WY 的 周期 性 及 对 称 性 化 简 4 点 DFT 的 乘法 运算 。 
解 : 4 点 DFT 可 以 写 为 

















ke 
X(k) = Dxn We k=0,1,2,3 


n=0 
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如 果 按 定义 求 X(k) ， 需 要 复数 乘法 为 4 =16 次 。 先 利用 WN? 的 对 称 性 和 周期 性 减少 乘法 运 
算 。 对 所 及 写 出 X(k) ， 并 写 为 矩阵 形式 
xON (WW WW W 本 rz(0) 
X(1)| IW Wa W Wl|x(1) 
X(2)| | 本 要 了 骨 了 师 lx(2) 
人 
根据 Wa" 的 对 称 性 和 周期 性 有 隔 = -1, 殉 =W 辣 = 一 殉 , 殉 = = 一 1, 史 =W* + = 
- 配 , 故 上 式 可 以 写 为 


X(0) 1 1 1 1 x(0) 
X(1)| 1 网 -1 -Wx(1) 
XC2) | 1 -1 1 -1 x2) 
X(3) 1 一 现 -1 了 岗 八 x(3) 


X(0) (x(0) +x(2)) + (x(1) +x(3)) 
X(1) | | (x(0) -x(2)) + (x(1) -x(3))W 
X(2) | | (x(0) +x(2)) —(x(1) +x(3)) 
X(3) (x(0) -x(2)) — (x(1) -x(3)) Wa 
这 里 看 到 ， 利 用 了 WY 的 周期 性 和 对 称 性 ， 使 得 复数 乘法 减少 到 2 次 ， 大 大 减少 了 DFT 的 
计算 量 。 
由 于 DFT 的 乘法 次 数 与 Y 成 正比 ，N 为 待 分 析 序列 x(n) 的 长 度 ， 如 果 一 个 较 大 点 数 
NN 的 DFT 能 分 解 为 若干 较 小 点 数 DFT 的 组 合 ， 则 显然 可 以 达到 减少 运算 工作 量 的 效果 。 利 
用 Wi 对 称 性 和 周期 性 可 以 将 长 序 的 DFT 分 解 为 若干 短 序列 DFT， 以 达到 减少 运算 量 的 
要 求 。 
例如 ， 如 果 可 以 把 一 个 Y 点 的 DFT 分 解 成 为 两 个 N/2 点 的 DFT， 则 复数 乘法 总 次 数 为 


NY (NY NY 
BE 
这 样 就 将 复数 乘法 次 数 降 低 一 半 ， 如 果 再 对 每 一 个 N/2 点 的 DFT 继续 分 解 ， 变 为 4 个 N/4 
点 的 DFT， 则 复数 乘法 的 总 次 数 为 
NY /NY (NY (NY 性 
CO 
复数 乘法 次 数 为 不 分 解 直接 计算 次 数 的 1/4。 可 见 ， 如 果 一 直 这 样 分 解 下 去 ， 一 直到 不 能 分 
解 为 止 ， 就 可 以 最 大 限度 减少 复数 乘法 的 次 数 。 
快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 就 是 在 此 特性 基础 上 发 展 起 来 的 ， 并 产生 了 多 种 FFT 算法 。 但 
按 抽取 方法 来 说 ， 基 本 上 可 分 成 两 大 类 方法 : 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 和 按 频 率 抽取 的 FFT 
算法 。 每 一 种 方法 按 “ 基 数 ” 分 ， 可 以 分 为 基 -2FFT 算法 ; 基 -4FFT 算法 ; 混合 基 FFT 
算法 ;分 裂 基 FFT 算法 等 。 
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6. 3.2 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 


按时 间 抽 取 的 FFT 算法 是 对 长 度 为 2 的 整数 寡 的 序列 x(n) ， 按 时 间 顺 序 不 断 进行 奇偶 
分 解 ， 得 到 越 来 越 短 的 子 序列 ， 最 后 得 到 快速 离散 傅 里 叶 变换 操作 流程 的 算法 ， 称 为 按时 间 
抽取 的 基 2 FFT 算法 ， 也 称 为 Coolkey-Tukey 算法 。 

设 待 变换 的 输入 序列 x(n) 长 度 为 N=2”(M 为 正 整数 ) ， 若 不 满足 此 条 件 ， 可 以 对 序 
列 进 行 补 零 ， 使 其 达到 27。 对 x(z) 进行 DFT 有 




































































N-1 
X(k) 这 DP xn) We k =0,1,2,…,V-1 (6-56) 
获 三 和 
由 于 N =2” 为 偶数 ， 故 按 的 奇偶 将 x(n) 分 为 两 个 子 序列 x1(n) 和 x,(n) 得 
x1(n) =%(27) 
A (6-57) 
x (n) =x(2r+1) 2 
有 
N-1 N/2-1 N/2-1 
X(k) = Pan) Wh = 2 #27 WHE + 2 #27 + 1) Wh 
n=0 关 二 全 r=0 
N/2-1 N/2-1 (6-58) 
= Dn) Wa + Dvn) WoW 
总 三 个 n=0 


2T 2T 
半音 2nk -jw * 2nk 一 这 二 nk nk A 
注意 到 =e 7 下 =e WM" 呈 =W%， 令 


N/2-1 
K(k) = Don) WE 
n=0 ee 
N/2-1 , (6-59) 
Bk) = on) We 
部 三 位 A 
(有 )、 各 () 均 为 5 点 的 DFT， 于 是 
大 N-l 
X(k) =XK) + 和 (人 WAN k=0,1,, 7 (6-60) 


可 以 看 到 ，N 点 DFTX(k) 续 换 为 两 个 他 点 的 DFTX,(k) 和 万 (有 的 线性 组 合 。 由 于 成 (有 


和 加 (上 ) 均 为 了 点 的 DFT， 因 此 利用 式 (6- 60)， 可 以 计算 出 X(F) 的 前 半 部 分 


(=0,1,…, 生 +)。 下 面 希望 利用 各 (4) 和 交 ( 有 计算 X(6 的 后 半 部 分 。 由 于 Wa = 
证 ， 所 以 
后 N/2-1 a N/2-1 
EE Bn) WY ” = 2 rn WY = (hy 
n=0 n=0 = 
(6-61 ) 
N "eo a( N24h) SS nf 
(+ > wn) WS 三 >, x n) WE = Xa(k) 


部 三 竹 n=0 
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而 W217 = WN2Wh = 一 Wh， 因 此 可 以 采用 下 式 计算 X(k) 的 后 半 部 分 ， 即 


N 


Xk+ 人 = CK) 一 


以 上 计算 思路 如 图 6-11 所 示 。 

X(0)o 

x(2)o 
xs M2 点 DFT 
X(0)o 
xXx(1)o 
X(3)o 
x(5)o N12 点 DFT 


X(7)o 


图 




















由 于 入 =2”， 故 了 仍 为 偶数 ， 因 此 对 










. N=-1 


XW k=0,1,. 


(6-62) 





o X(0) 
o X(1) 
o X(2) 


o X(3) 





o X(4) 





© X(S) 
o X(6) 


o X(7) 


6-11 将 一 个 NN 点 DFT 分 解 为 两 个 他 点 DFT 的 线性 组 合 (N =8) 





xi(n) 按 序号 的 奇偶 划分 再 得 到 长 度 为 邓 的 g，(n) 





和 g,(n) 两 个 子 序 列 ， 将 x,(n) 也 按 奇人 


划分 得 到 h(n) 和 h(n) 两 个 子 序列 。 对 g (n) 


和 gy(n) 求 DFT 得 到 Gi(h) 和 Gs()， 则 可 将 4(n) 的 全 点 DFT 转换 为 两 个 4 点 DFT 的 线 


性 组 合 。 同 样 ， 对 x, (n) 的 3 点 DFT 可 同样 处 理 ， 如 图 6-12 所 示 。 


X(0)o 





X(4)o 





° X(0) 





G1(1) 





X(2)o 






oX(1) 








Bs GD 


xX(1) 






o X(2) 


o X(3) 





xX(5) 





o X(4) 





Zi) 


X(3)o 






oX(S) 





o o X(6) 
wi 





N4 点 DFT | 二 (0) 


H2(1) 





xX(7) 9 > 
We 


图 6-12 将 一 个 NN 点 DFT 分 解 为 4 个 人 点 DFT 的 线 忆 





一 o X(7) 
Ws 





FE 组 合 (N=8) 


按 这 种 方法 不 断 划 分 下 去 ， 最 后 将 转化 为 两 点 DFT， 两 点 DFT 实际 上 只 是 加 减 运 算 。 





例如 , 设 gj(n) 为 长 度 为 2 的 序列 ， 则 
1 
Gi(k)= > 


n=0 


g1(n) Wa k = 0,1 
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注意 到 天 =1， 呐 =e-Y=e-”= -1， 则 有 

G1(0) =g(0) +re(1) 

G1(1)=g(0) -g(1) 
N=8 时 ， 完 整 的 FFT 算 法 流程 图 如 图 6-13 所 示 。 为 了 算法 编程 规范 起 见 ， 图 中 的 符号 和 前 
面 讨论 中 的 符号 体系 有 0 而 这 种 符号 编排 方法 对 于 编程 来 说 具有 较 大 方便 性 ， 在 下 面 
算法 分 析 中 就 可 以 看 出 这 一 点 。 这 种 算法 将 时 间 序 列 不 断 按 奇偶 顺序 进行 分 组 ， 故 称 为 按时 
间 抽 取 的 FFT 算法 。 









































(0)=X0(0) 一 0— > co 一 一 oX3(0)=X(0 
We XO) 元 0) 
X(4)=X0(1) 一 i No pa o 一 一 oX3(1)=X(1) 
(2)=X0(2) 一 一 一 X32)=X(2 
X(2)=X0(2) zo 大 TP? 0) 0 0X3(2)=X(2) 
‘(6)=X0(3) 一 一 一 3)X 
X(6)=X0(3) 六 Er ?0) 9 0X3(3)=X(3) 


Xx(1)=Xo(4) oX3(4)=X(4) 
X(5)=X0(5) 
Me > * 
-1 XO) ye -1 X07) me -1 

图 6-13 N=8 时 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 流程 图 

下 面 分 析 按 时 间 抽 取 的 FFT 算法 的 一 些 概 念 和 运算 特点 

(1) 分 级 

按时 间 抽 取 的 FFT 算法 依次 将 NN 点 DFT 分 解 为 两 个 W2 点 DFT、 四 个 NA4 点 DFT，…， 
直至 N/2 个 两 点 DFT。 每 分 解 一 次 就 称 为 一 次 分 级 。 因 为 N=2”， 所 以 NN 点 DFT 可 分 成 M 
级 。 例 如 图 6-13 中 ,N=8 =2”， 故 可 分 为 3 级 。 我 们 将 输入 记 为 K(k) ， 它 是 对 x(n) 进 
行 奇 偶 分 级 后 最 终 形成 的 时 间 序 列 ， 中 间 各 级 的 计算 结果 记 为 X, (Ek) ,m=1,…,M-1,， 输 
出 记 为 Xy(k) ， 它 就 是 x(n) 的 DFT， 即 XX()。 

(2) 蝶 形 运算 


从 图 6-13 中 可 以 看 出 ,下 一 级 和 上 一 级 正好 有 一 对 Xn(p)e o Xint1(p) 
变量 构成 运算 对 ， 这 种 运算 结构 称 为 蝶 形 运算 单元 ， 如 XX 
图 6-14 所 示 。 对 于 第 m 级 ， 其 运算 的 基本 方式 为 二 
Xr1(p) =X (Pp) + WX,(g) 
X41(q) =X,(p) — WX,,(g) 
由 图 6-13 还 可 以 看 出 ， 在 第 mn 级 , p 和 4 之 间 的 序号 差 为 
q -p=2” pe 


下 面 考察 玉 因 子 的 具体 确定 办 法 。 在 最 右边 的 守 -1 级 , 将 NN 点 的 DFT 分 为 两 个 


xX(7)=X0(7) 












































Xmn(q) 9 7 © Xin+1(q) 


= 


(6-63) 图 6-14 ” 蝶 形 运算 单元 的 结构 


DFT, 在 MM-2 级 , NN 点 的 DFT 分 为 4 个 二 点 DFT, 在 用-1 级 , 分 为 2 个 六 点 DFT， 因 此 
可 以 确定 玉 的 分 布 规律 如 下 : 
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m= 机 -1 级 ,因子 是 号 ,r=0, 1,…, 攻 -1 
=M-2 级 ， 天 因子 是 本 | VM 1. 

A ， 人 NO 

m= 导 -3 级 ，W 因子 是 杖 EE 
， 年 “NM22，7= ， ，73 ; 

一 般 地 

m=M-1, WW 因子 是 Wri- rei 


(3) 组 的 概念 
FFT 的 算法 结构 图 中 ， 每 一 级 都 有 个 蝶 形 单元 ， 例 如 在 图 6-13 中 ，N =8， 则 每 级 都 








有 4 个 怠 形 单元 。 每 一 级 的 六 个 蝶 形 单元 可 以 分 成 若干 组 ， 每 一 组 具有 相同 的 结构 ， 相 同 的 
WW 因子 分 布 。 例 如 对 图 6-13，m =1 时 有 2 组 蝶 形 单元 ,，m =2 时 只 有 1 组 蝶 形 单元 。 一 般 


地 ,第 贡 级 的 蝶 形 单元 的 组 数 为 = 个。 














由 于 每 一 级 都 有 2 个 蝶 形 单元 ， 每 个 蝶 形 单元 需要 一 次 复数 乘法 和 两 个 复数 加 法 (这 
里 从 编程 方便 的 角度 ， 将 Wh 也 作为 乘法 因子 ) ， 故 FFT 算法 的 复数 乘法 总 次 数 为 


N ，N 
M., = 5M= 7 10g2N (6-65) 

复数 加 法 总 次 数 为 
M, =2M 7 =NlogaN (6-66) 


直接 计算 DFT 的 复数 乘法 计算 次 数 为 YY， 复数 加 法 计算 次 数 为 NV(N -1)， 当 WN 比较 大 时 ， 
FFT 算法 的 复数 乘法 和 加 法 的 次 数 将 会 大 大 减少 ， 提 高 计算 效率 。 例 如 N = 20，NM =2”， 


logN =2” x10， 则 





NY 220 


= -5 =204.8 
2” x 10 





N 
7 logaN 


可 见 计算 效率 提高 两 个 数量 级 以 上 ， 显 示 出 FFT 算 法 的 巨大 威力 。 
(4) 倒 位 序 的 实现 
一 般 来 说 ， 输 入 信号 x(n) 按 自然 顺序 存 人 计算 机 的 存储 单元 。 按 时 间 抽取 的 FFT 算法 需 
要 将 输入 的 信号 x(n) 的 顺序 依次 按 奇 偶 进行 排序 ， 然 后 从 m =0 级 开始 ， 进 行 各 级 蝶 形 运算 ， 
因此 需要 进行 变 址 运算 来 实现 所 要 求 的 倒 位 排序 。 这 里 仅仅 介绍 倒 位 排序 的 基本 原则 。 
表 6-1 给 出 了 N=8 时 倒 位 排序 的 结果 ， 可 以 看 出 ， 采 用 二 进 制 表示 序列 序号 时 ， 只 要 
将 原来 表示 自然 顺序 的 二 进 制 数 的 位 序 颠 倒 ， 就 可 以 得 到 倒 位 排序 的 二 进 制 序号 。 按 照 这 样 
的 规律 可 以 编写 程序 ， 将 相关 地 址 单元 的 数据 相互 换 位 存储 ， 实 现 倒 位 排序 。 
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表 6-1 倒 位 排序 的 二 进 制 表示 









































自然 顺序 二 进 制 码 表示 二 进 制 码 位 倒置 倒 位 序 顺序 
0 000 000 0 
1 001 100 4 
2 010 010 2 
3 011 110 6 
4 100 001 1 
5 101 101 5 
6 110 011 3 
7 111 111 7 











6. 3.3 ” 按 频 率 抽取 的 FFT 算法 


和 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 相似 ， 还 可 以 将 X(k) 细 分 为 越 来 越 短 的 子 序列 ， 称 为 按 频 
率 抽取 的 FFT 算法。 下面 简单 介绍 这 种 算法 。 
给 定 入 点 时 间 序 列 x(n)， 其 DFT 为 




















N 
X(k) = Darn)Wh k=0,1,2,…,N-l1 (6-67) 
t= 
把 分 为 偶数 和 奇数 
N 
X(2r) = Dx(n) WA 
n=0 N 
、 FS (6-68) 
X(2r +1) = Dx(n) WY 
n=0 
首先 看 和 (2r) 
2 N 
X(2r) = Dx n) WA + Dx n) WA) 
二 二 如 n= 六 
¥-1 -1 
三 Dx(n) WA) + Sx(n + )m C0) 
n=0 二 0 2 
由 于 
Wi(2") 主 -iN2nr a 6 -jnr 分光 
Wa 直人) _ JP" WW = 了 
故 有 


i 


2 
(27) 三 人 2 [xCn) + x(n + )]w 


同 理 


式 (6-69) ~ 式 (6-70) 说 明 ， 首 先 计算 g(n) =x(n) tan + 六) h(n) =x(n) -s(n +2) 
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-1 
- 了 四 明 = 0.1 宁 -1 
和 二 各 
-1 
X(2r +1) = bE (n) -x(n + WW 
¥-1 
= 2 [h(n) WI WS WY r=0,1,, -1 


六 所 徐 





(6-69) 


(6-70) 


2 


构成 两 个 长 度 为 地 的 序列 ， 然后 进 了 点 DFT， 就 可 以 得 到 X(p) ， 如 图 6-15 所 示 。 


为 按 频 率 抽取 的 FET 算 法 。 图 6-16 台 
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图 6-15 按 训 的 奇偶 将 NN 点 DFT 分 解 为 两 个 点 DFT(N=8) 
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图 6-16 按 频 率 抽取 的 FFT 算法 流程 图 (N=8) 





由 于 M2 是 偶数 ， 故 可 对 N/2 的 DFT Ds 变换 为 4 组 N/4 的 
DFT。 如 此 细 分 ， 直 到 每 一 组 DFT 为 两 点 DFT 运算 。 这 种 将 六 (k) 分 得 越 来 
从 出 V =8 时 按 频 率 抽 取 的 FFT 算法 流程 图 。 


越 细 的 方法 称 
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按 频 率 抽取 的 FFT 算法 中 ,分 级 、 蝶 形 运算 、 组 的 概念 及 倒 位 序 的 实现 等 和 按时 间 抽 
取 的 FFT 算法 类 似 。 限 于 篇 幅 不 再 介绍 ， 读 者 可 自行 分 析 。 


6.3.4 分 裂 基 算 法 


前 面 讨 论 了 基 2 的 FFT 算法 。 当 基数 较 大 时 ， 其 FFT 算法 的 计算 量 会 进一步 减少 ， 但 
算法 的 复杂 程度 会 增加 。 实 际 上 ， 除 了 基 2 的 FFT 算法 外 ， 应 用 较 多 的 主要 是 基 4 的 FFT 
算法 。 所 谓 分 裂 基 (Split-radix) 算法 ， 是 将 基 2 和 基 4 算法 有 机 结合 起 来 的 FFT 算法， 是 
一 种 高 效 实用 的 算法 。 

首先 介绍 基 4 算法 。 为 了 便于 推导 ， 以 频率 抽取 为 例 介 绍 基 4 -TIT 算 法 。 令 V=47， 








N-l 
X(k) = > xn) We 


n=0 


分 别 令 大 =47， k=4r+l, k=4r+2, k=4r+3, 对 DFT 做 频率 抽取 ， 得 


X(4r) = BD x(n) Wa 
, 1 


n= 


X(4r+1) = DP xn) RAY) 


n=0 


记 
X(4r +2) = > xn) WAY?) 


六 三 人 0 


X(4r +3) = > x(n) Wh) 


座 关 从 


首先 分 析 X(C4r) ， 有 


NM4-1 N/2-1 3N/4-1 N-1 
X(4r) = Dx WD + Dr WD + 了 + Cn 了 
n=0 n=N/4 n=NW2 n=3N/4 - 
AS N N/4 
= > [x(Cn) Wes + a(n - we ) 
N VnrN/2)r 3N VCn+3N4)r 
a(n . jw a(n 四 二 ] 
NM4-1 
N 3 nr 
| 
(6-71) 
类 似 地 
J N N/4 
x+D = > [Cn) wisa Ws + (n+ Wo) Wa 


N (n+N/2)r N/2 3N (n+3N/4)r 3N/4 
2 ( jw Wh + ln + Wa Wa 


NE 7 这 二 , | -次 ] 
注意 到 WY4=e- 玉 = -j， WP?= -1， 了 4 =e- 于 =j， 故 有 


X(4r +1) 


同 理 


X(4r+2) 


N/4-1 
X(4r +3) = 之 {lx -x(n 十 


N/4-1 


-9 x: 划 ] i 区 -wes 妆 


A 区 -Fe 区 区 je 


oji[a(n + A)-x(n 在 DT )]} ww (6-74) 
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]] ww (6-72) 


(6-73) 


4 


式 (6-71) ~ 式 (6-74) 将 一 个 NN 点 DFT 分 解 成 为 4 个 二 点 的 DFT。 由 于 N=4”， 故 可 对 每 个 


说 点 DFT 进一步 分 解 ， 直 至 分 解 到 若干 4 点 DFT 为 止 。 图 6-17 是 按 频 率 抽取 的 16 点 
基 4 FFT 算 法 流程 图 。16 点 基 4 FFT 算法 分 为 两 级 : 第 一 级 (虚线 左 侧 ) 由 两 组 蝶 形 运算 


组 成 ， 分 别 由 节点 距离 为 8 的 蝶 形 和 节点 距离 为 4 的 贩 形 组 成 ; 第 二 级 由 节点 距离 为 2 的 蝶 























形 和 节点 距离 为 1 的 蝶 形 构成 两 组 蝶 形 运算 。 基 本 蝶 形 运算 单元 如 图 中 右上 和 角 的 点 画 线 框 内 


的 流程 图 所 示 。 可 以 看 到 ， 在 乘法 中 如 果 考 虑 某 些 简单 的 乘法 因子 例如 机 、 了 要 、 辽 、 阴 
可 以 采取 适当 的 方式 简化 运算 的 话 ， 基 4 算法 与 基 2 算法 相 比 ， 计 算 量 可 进一步 减少 。 
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图 6-17 16 点 基 4 按 频 率 抽 


9 
1 Wi 

















取 FFT 流程 图 


由 前 面 对 于 基 2 按 频率 抽取 的 FFT 算法 流程 图 可 以 发 现 ， 在 每 一 级 ， 对 每 一 组 上 半 部 


的 输出 都 没有 乘 以 旋转 因子 Y\, ， 这 些 输 出 对 应 序号 为 介 





数 的 输出 ， 而 序号 为 奇数 的 输出 均 


含有 旋转 因子 WW,。 由 于 基 4 算法 具有 更 少 的 计算 量 ， 因 此 1984 年 Duhamel P 和 Holtmann H 
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提出 了 “分 裂 基 ”算法 。 该 算法 的 思路 是 对 偶 序 号 输出 使 用 基 2 算法 ， 对 奇 序 号 输出 使 用 
基 4 算法， 这 种 算法 既 保 持 了 基 2 算法 的 良好 结构 ， 又 实现 了 最 少 的 乘法 和 加 法 次 数 ， 被 认 
为 是 对 长 度 为 N=2” 序列 最 好 的 FFT 算法 。 


下 面 简单 介绍 分 裂 计算 法 的 思路 。 设 N=2v| 全 4 ]， 对 于 其 DFT 中 输出 序号 为 偶数 
的 XCF) ， 按 基 2 as 写 为 





X(2r) = So so r= 0 宁 -1 (6-75) 
对 于 为 奇数 的 X(E) ， 按照 基 4 算法 可 以 写 为 


X(4r +1) = | [xCn) -x (n+ 访 )|-ilz(n 了 了)- *(n + )]}m Wi (6-76) 

re 裤 区- 到]jwmem 
式 (6-76) 和 式 (6-77) 中 ,r=0,1,…, 全 -1。 式 (6-75) ~ 式 (6-77) 就 构成 了 基本 的 分 列 
基 算 法 的 结构 ， 分 裂 基 算 法 的 示意 图 如 图 6-18 所 示 。 


x(n) > MH 点 DFT 上 = x027) 
WN N 
= 一 | 写 DFT 上 一 xdr+rD 


刺 3n 
N 
方 l 人 点 DFT 一 X(4r+3) 


图 6-18 分裂 基 算法 的 示意 医 





X(nt+ 出 ) 











和 
Y 
Y 


记 
Xi1(p) =X(27) p=0,1,,7 -1 
X,(g) =X(4r+1) N 
qg=0,1,.…,———1 
X3(qg) =X(4r +3) 4 


下 面 讨论 分 裂 基 算 法 的 进一步 化 简 。 首 先 考虑 六 (9) 、 敌 (9) ,各 (gq) 和 五 (gq) 均 为 
站点 的 基 4 DFT， 因 此 必 有 并 >4。 如 果 入 =4",m=1,2,…， 则 加 (4g) 和 加 (g) 均 可 按 前 
面 介 绍 的 基 4 算法 分 为 m 级 。 如 果 不 满足 这 个 条 件 ， 不 妨 设 

总 =4 +m nm =0,1 ;im =1,2,3 


式 中 ，m +1 表征 了 基 4 DFT 的 级 数 ; m 表征 了 最 后 一 级 中 不 能 再 分 级 的 4 点 基 4 DFT 的 个 
数 。 例 如 ri =0、r, =2 时 ,表明 元 (g) 、 生 (9) 均 仅 有 1 级 各 为 两 个 4 点 的 基 4 DFT，m =2、 
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r=3 时 ,表明 XX(g)、 和 (gqg) 均 有 3 级 , 第 1 级 为 一 组 ,第 2 级 分 为 4 组 ， 第 3 级 分 为 16 
组 。 在 最 后 一 级 中 ,每 1 组 不 能 再 继续 分 级 的 单元 由 3 个 4 点 基 4 DFT 组 成 。 


再 看 已 (p)。 由 于 万 (D) 是 点 的 基 2 DFT, 根据 上 面 讨论 应 有 >2 x4。 如 果 ;=2， 





则 X(p) 可 以 分 解 为 一 个 4 点 基 4 DFT 和 两 个 两 点 的 基 2 DFT; 如 果 二 >4， 则 各 (P) 


可 以 按照 前 面 介 绍 的 分 裂 基 算 法 进一步 分 解 ， 直 至 分 解 为 最 基本 的 两 点 基 2 DFT 及 4 点 基 
4 DFT 为 止 。 

分 裂 基 算 法 的 优点 是 最 大 限度 地 减少 了 旋转 因子 Wh 的 乘法 ， 这 得 益 于 算法 的 特殊 结 
构 。 一 些 文献 给 出 了 基 2、 基 4 及 混合 基 算 法 的 乘法 计算 量 比较 ， 数 据 显示 : 当 N=256 时 ， 
分 裂 基 算法 所 需 乘 法 次 数 大 约 为 基 2 算法 的 70% 、 基 4 算法 的 90% 。 在 已 知 的 W=27 的 各 
种 算法 中 ， 分 裂 基 算法 所 需 的 乘法 数 是 最 少 的 。 


本 章 小 结 


离散 传 里 叶 变换 (DFT) 在 数字 信号 处 理 理论 中 具有 重要 地 位 ， 同 时 在 各 种 信号 处 理 算 
法 中 起 着 核心 作用 。 本 章 首先 介绍 离散 傅 里 时 级 数 (DFS) 的 定义 及 性 质 ， 利 用 DFS 时 域 
和 频 域 的 周期 性 ， 各 取 一 个 周期 ， 就 形成 了 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 。 由 于 DFS 的 周期 性 ， 
使 得 DFT 存在 隐 含 的 周期 性 ， 这 在 DFT 的 循环 移 位 和 循环 卷 积 等 性 质 中 体现 得 最 为 明显 。 
因此 ,采用 DFT 计算 线性 卷 积 时 ， 需 要 对 序列 补 零 ， 使 得 循环 卷 积 的 结果 正好 与 线性 卷 积 
相同 。DFT 的 快速 算法 FFT 的 提出 ， 对 数字 信号 理论 的 实际 应 用 起 到 了 革命 性 的 作用 。 本 
章 对 FFT 的 基 2 算法 做 了 较为 细致 的 介绍 ， 并 简单 介绍 了 分 裂 基 算 法 的 思路 。 


习 题 


6-1 计算 以 下 w 点 序列 的 离散 傅 里 叶 变换 (DFT): 
(1) x(n) =6(n -no)(l<no<N-1) 
(2) x(n) =Ra(n) 
(3) x(n) =ei%Ry(n) 
6-2 ” 设 有 长 度 为 N=8 的 两 个 有 限 长 序列 . 
1 0<n<3 1 0<n<3 
et ny) eg 
试 求 y(n) =xi(n)®@x(n), 
6-3 设 X(k) =DFT[x(n)]， 试 证 明 DFT[x(n)] =Nx(N-k)。 
6-4 已 知 长 度 为 NN 的 有 限 长 序列 xi(n) 和 x,(n) 的 关系 为 x,(n) =x1(N-1-n), 若 
有 DFT[xj(n)] =X1(k)， 试 证 明 DFT[ x (n)] = Wx“X (一)。 
6-5 已 知 两 个 序列 x (n) =R(n)， zy(n) =Ry(n)， 试 计算 线性 卷 积 和 xxj (n) * x (n)， 
并 采用 循环 卷 积 定理 通过 DFT 和 IDFT 计算 4 点 和 8 点 循环 卷 积 和 xi (n)@x,(n)， 对 结果 进 
行 比 较 。 
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6-6 已 知 x(n) 为 有 限 长 序列 ， 其 长 度 为 N, X(k) =DFT[x(n)], 令 
x(n) 0<n<N-1 
ye N<n<rN -1 
试用 X(k) 表示 DFT[ y(n) ]。 
6-7 已 知 序列 x(n) 长 度 为 120 个 点 ,y(n) 长 度 为 60 个 点 ， 若 采用 循环 卷 积 来 计 
算 x(n) *y(n), x(n) 和 y(n) 各 自 最 少 需要 补 多 少 个 零 ? 若 采 用 基 2 FFT 算法 来 计算 
x(n)*y(n)，x(n) 和 y(n) 各 自 需要 补 多 少 个 零 ? 
6-8 ”设计 算 机 计算 一 次 复数 乘法 平均 需要 Sus， 计 算 一 次 复数 加 法 平均 需要 lus， 当 计 
算 2048 点 DFT 时 ， 直 接 计 算 需 要 多 少时 间 ? 采用 FFT 计算 需要 多 少时 间 ? 
6-9 ” 试 画 出 N=16、N=32 时 ， 按 时间 抽取 的 基 2 FFT 算法 的 流程 图 。 
6-10 已 知 X(k) 和 Y(k) 是 两 个 实 序列 x(n) 和 y(n) 的 DFT， 若 要 从 X(hk) 和 Y(k) 
求 x(n) 和 y(n)， 为 了 提高 效率 ， 试 设计 采用 一 次 IFFT 来 完成 。 
6-11 试 采用 一 种 算法 语言 (C 语言 或 MATLAB 语言 ) 编写 一 个 按 频 率 抽取 的 基 2 FFT 
算法 程序 。 





第 7 瘟 信号 处 理 中 的 其 他 常用 正 交 变换 


7.1 信号 空间 的 概念 


7.1.1 线性 赋 范 空间 


在 线性 代数 理论 中 ， 介 绍 过 线性 空间 的 概念 。 所 谓 线性 空间 就 是 对 任意 空间 元 素 ， 存 在 
加 法 及 数 积 两 种 运算 ， 加 法 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 ， 并 且 存 在 加 法 的 逆 运 算 减 法 ; 数 积 运 
算 满足 分 配 律 、 结 合 律 。 在 线性 空间 中 存在 唯一 的 零 元 素 ， 对 线性 空间 中 的 任 一 元 素 *， 存 
在 逆 元 素 -<x， 使 得 x 和 -x 的 加 法 运算 的 结果 为 零 元 素 。 

例如 维 空间 R" 是 读者 熟悉 的 线性 空间 ， 其 中 的 元 素 是 n 维 向 量 ， 两 个 n 维 向 量 之 和 
可 通过 各 个 分 量 分 别 相 加 而 得 到 ， 而 一 个 实数 与 一 个 n 维 向 量 之 积 可 以 通过 此 实数 与 维 向 
量 的 各 个 分 量 逐 个 相 乘 而 得 到 。 

同样 ， 可 以 把 信号 x(n) 设想 为 信号 空间 X 的 一 个 元 素 ， 它 可 以 视 为 X 的 一 个 向 量 ， 即 
x EX。 如 果 当 xi ，x,，xe 针 时 ， 规定 (xi +%2)(n) =x1(n) +r(n), (ox)(n) =a x(n) (a 
是 实数 ) ， 给 定 任意 实数 a、B 时 有 ar (n) + Br,(n) eX， 那么 就 成 为 实 线 性 向 量 空间 。 
应 当 注 意 ， 信 号 空间 X 可 以 具有 无 穷 多 个 独立 的 信号 向 量 ， 因 此 X 是 一 个 无 穷 维 的 信号 空 
间 。 这 和 以 前 我 们 所 熟知 的 有 限 维 空间 有 很 大 区 别 。 

线性 空间 的 概念 是 从 n 维 欧 氏 空间 抽象 得 来 的 ， 但 是 它 不 可 避免 地 又 失去 欧 氏 空间 说" 
所 具有 的 某 些 熟知 的 性 质 ， 例 如 向 量 的 长 度 、 空 间 中 两 向 量 之 间 的 夹 角 、 两 点 间 的 距离 等 。 
因此 在 上 述 线性 向 量 空间 中 ， 人 们 无 法 讨论 收敛 性 和 连续 性 ， 邻 域 、 点 集 的 内 点 等 概念 ， 这 
就 促使 人 们 去 研究 线性 赋 范 空间 ， 它 基本 上 是 一 个 可 度量 向 量 “ 长 度 ” 的 线性 向 量 空间 。 

线性 空间 中 两 个 向 量 之 间 的 距离 通过 范 数 来 确定 ， 首 先 给 出 范 数 的 定义 。 

定义 7-1 设 X 是 实 (或 复 ) 线性 空间 ，|' 是 定义 在 了 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 即 对 每 
一 个 xsX， 有 一 个 实数 ‖x | 与 之 对 应 ， 使 得 

a. x 有 = 0， 当 且 仅 当 x=O 时 ，lxl =0。 

b. | ax = |al 1x 1 ，a 为 一 数 。 

c x+z| 和 x+1x 1，YVa， xs es 和 (三 角 不 等 式 ) 。 
则 称 | 是 XX 上 的 范 数 ， 而 XX 按 这 个 范 数 外 |‖ 称 作 线 性 赋 范 空间 。 
显 见 ， 定义 7-1 中 的 范 数 是 R" 中 向 量 长 度 的 概念 的 自然 推广 。 因 此 ， 在 线性 赋 范 空间 
站 中 ， 给 定 一 个 向 量 x， 则 | x | 可 以 认为 是 向 量 * 的 长 度 。 但 范 数 比 向 量 长 度 有 更 广泛 的 含 
义 。 例 如 对 线性 信号 空间 XX 中 的 任意 向 量 x， 不 但 可 以 类 似 于 欧 氏 范 数 那样 定义 


lal = {3 lzx(mP <o 
为 * 的 范 数 ( 记 为 |x 是 ;)， 而 且 也 可 以 定义 
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oo 
lzl= 之 xl<om 或 lxzl。= max |x(n)| 
下 三 二 后 一 0 <n<w 


因为 后 两 种 定义 也 同样 满足 上 述 定义 7-1 中 的 两 条 性 质 。 一 般 称 ‖ . | ; 为 1 范 数 ，| . |。 为 
% 范 数 。 更 一 般 地 ， 可 以 定义 中 的 上 :上 ,: XR 为 


oo p 
1x1, | so | < oo 也 过 1 


玫 三 一 2 


当 p=1 时 ,就 为 1 范 数 ; p =2 时 ， 为 欧 氏 范 数 ; p = 时， 为 m 范 数 。 





值得 注意 的 是 , X 关 于 "中 与 XX 关于 中 |。 所 成 的 线性 赋 范 空间 是 具有 不 同 结构 的 
两 个 线性 赋 范 空间 ， 因 为 它们 的 范 数 函 数 是 不 同 的 。 为 了 将 此 区 别 ， 分 别 将 此 记 为 (X， 
1) 和 (对 中 趾 。)。 一 般 地 ， 对 不 同 的 p 值 ，( 针 ， 中 上,) 对 应 不 同 的 线性 赋 范 
空间 。 

对 所 有 的 pe [1，o )， 我 们 把 所 有 的 满足 


| 之 lx(n) | < o (7-1) 


的 可 测 信 号 x(，): (=-o ,oo ) 一 R 的 集合 记 为 1,。 

利用 范 数 可 以 定义 线性 信号 空间 七 中 两 个 元 素 之 间 的 距离 。 对 线性 赋 范 空间 X， 给 定式 

中 任意 两 个 元 素 *，y， 称 实数 
p(x,y) = | x-yl| (7-2) 
为 x 与 y 之 间 的 距离 。 

由 范 数 的 定义 可 知 ， 上 述 定义 的 距离 满足 下 列 性 质 . 

a_p(x，y) =0 当 且 仅 当 x =y 时 , p(x, y) =0。 

b. p(x, y) p(x, z) +p(y, 2)o 
又 易 见 ,x 与 零 元 素 0 的 距离 就 是 | x | 。 

当 线 性 空间 式 中 定义 了 距离 后 ， 就 可 以 将 数学 分 析 中 R" 中 的 点 的 邻 域 、 点 集 的 内 点 、 
开 集 、 闭 集 等 概念 推广 到 线性 空间 XX 中 去 。 

设 X 为 线性 赋 范 空间 ， 如 果 针 中 的 每 个 柯 西 ( Cauchy) 序列 在 XX 中 必 有 极限 ， 即 收敛 于 
中 的 一 点 ， 则 称 为 完备 的 线性 赋 范 空间 。 完 备 的 线性 赋 范 空间 又 称 为 巴 拿 灰 (Banach) 
空间 。 

Banach 空间 是 最 重要 的 线性 赋 范 空间 ， 这 是 因为 空间 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 是 收敛 
的 。 其 次 ， 即 使 线性 赋 范 空间 不 是 Banach 空间 ， 也 可 以 通过 补充 一 些 元 素 到 二 中 ， 使 其 成 
为 Banach 空间 。 


7.1.2 内 积 空间 与 希 尔 伯 特 空间 


对 有 限 维 空间 来 说 ， 向 量 的 范 数 相 当 于 向 量 的 模 长 。 但 是 ， 在 有 限 维 欧 氏 空间 R" 中 ， 
还 有 一 个 很 重要 的 概念 ， 这 就 是 两 个 向 量 的 夹 角 ， 特 别 是 两 个 向 量 的 正 交 性 。 有 了 这 些 概 
念 ， 就 有 了 勾 股 定理 、 向 量 的 投影 等 。 其 次 ， 疝 量 间 的 夹 角 与 向 量 的 内 积 有 密切 的 关系 。 因 
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此 ， 还 需要 讨论 一 类 特殊 的 线性 赋 范 空间 ， 在 这 类 空间 中 可 以 应 用 一 些 几 何方 法 定义 一 些 很 
有 意义 的 概念 ， 如 正 交 性 、 侍 里 叶 级 数 等 。 下 面 给 出 定义 。 

定义 7-2 设 不 是 实数 域 (或 复数 域 ), 有 是 上 的 线性 空间 ， 如 果 对 矿 中 的 任何 两 个 
向 量 x， yY， 都 对 应 一 个 数 《x， y) eF, 满足 以 下 条 件 : 

a 当下 为 实数 域 时 ，《x，y)〉= YY ，x〉》( 对 称 性 ); 

当 玉 为 复数 域 时 ，(x，y》= 人，x)” ( 共 恩 对 称 性 ) 。 

b. 对 第 一 变 元 的 线性 ， 即 对 任何 〈《x，y》 es 互 ， 及 任何 ac，Bs 有 ， 都 有 《ax +Br，z)》 = 
Qalx, z) +B(y, 2z)o 

c. 正定 性 ， 即 对 任意 xe，x, x) 宇 0, 且 (x, x》=0 的 充 要 条 件 是 x = O04。 则 称 《: ，…》 
为 万 中 的 内 积 ， 并 称 万 为 实 (或 复 ) 内 积 空间 。 

下 面 介绍 内 积 空间 中 极为 有 用 的 不 等 式 ， 即 许 瓦 效 (Schwarz) 不 等 式 。 

定理 7-1 设 x 和 y 是 具有 内 积 (.,〉 的 内 积 空 间 五 中 的 任意 元 素 ， 那么 

[x,y) | (x,x) » (y,y) (7-3) 
证 明 : 仅 就 五 是 实 内 积 空间 进行 证 明 。 考 虑 函数 fA) = 《x +Ay,x +Ay)， 其 中 人 为 任 

















f(A) = (x ,xX) +2A x,y) + A ly,y) 三 0 
当 y=0Ou 时 ，(y，y》 =0， 故 有 (x,，x) = 《x，x》+2A《(x，y)， 由 于 入 为 任意 实数 ， 故 
(x，0O4) =0， 式 (7-3) 成 立 。 以 下 设 y 关 OH, 则 《y,y) >0, 又 f(A) 是 关于 和 的 二 次 多 


项 趟 ， 当 和 = -如 加 时 ，/ (A) 取 最 小 值 ， 故 有 





yy 二 
(x ,%) 2 (y,y) 十 (y,y)? (y,y) 三 0 





于 是 有 
[x,9) | Sx,x) * (7) 
下 面 的 定理 表明 ,用 普通 的 方法 可 以 使 内 积 空间 成 为 线性 赋 范 空间 。 
定理 7-2 设 万 是 一 个 实 内 积 空间 ,(. ,是 万 上 的 内 积 , 记 | xz | = ,zx》 二 ， 则 上 .1 














是 石上 的 范 数 。 
证 明 : | . | 显然 满足 范 数 的 性 质 a 和 性 质 b， 只 需 验 证 ‖ . | 满足 性 质 ec， 即 三 角 不 等 
式 。 由 于 
x+y |? = (+y,x+y) 

= (x,%) +(y,y) +2C%,y) 

= xl?+ lyl? +2(,y) 
由 许 瓦 兹 不 等 式 有 

ytGss》 31x.1yl 

故 


lx+tyl sxl ?+r2lxl: yl + lyl ?=C zl + lyl >) 
x+yl xl + ly 


称 上 x| =，x)? 是 由 内 积 (x，y》 导 出 的 范 数 ， 因 此 ， 内 积 空 间 按 内 积 导 出 的 范 数 成 




















122， 数字 信号 处 理 及 其 应 用 




















为 线性 赋 范 空间 。 在 内 积 空间 中 的 极限 、 收 敛 等 概念 ， 都 是 按照 这 个 范 数 所 引出 的 距离 而 


言 的 。 
完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空间 。 


例 7-1 考虑 线性 空间 R" 以 及 函数 (:，…),: R" x R*" 一 R， 其 定义 如 下 ; 设 > = 


[x 1 y= [yi ,2 ,sn ], 属于 R"， 则 


Cx,y), > Zi 
可 以 验证 ，《…,，:》 满足 内 积 的 性 质 a~c。 由 于 


《YX = > 7 人 > xy = 《xyY7 
i=1 过 与 卫 
性 质 a 满足。 其 次 ,对 任意 数 a, B 


《ax + By,z), = > ( ox; + By; )z; 
三 
= > owizi) + > Blyiz) 
i=1 [| 


= a ,wiz +B > yz 
i=1 i=1 
= Q (%,2), + By,2), 





性 质 b 满足 。 最后， 显然 有 











(x ,XD = 交 三 0， 当 且 仅 当 x =0 时 ， 《x ， x), =0。 性 质 c 满足 。 故 (R", 《., 


是 一 个 实 内 积 空 间 。 阁 按 《(. ，'， 取 范 数 为 


1 | 
(R",《.，*)，,) 为 希 尔 伯 特 空间 。 
7.1.3 空间 与 L, 空间 
离散 信号 x(n) 可 视 为 某 一 离散 空间 5 中 的 一 个 元 素 或 向 量 。 所 谓 x e 1 是 指 


oo 


2 xn) 2 < oa 


n=-—-% 


设 信 号 均 为 复 信 号 ， 对 于 任意 x*，y el,， 定 义 


(x,y) = > x(n)y’*(n) 


n= 二 一 











其 中 y*(n) 为 y(n) 的 共 斩 ， 则 离散 信号 空间 4 是 一 个 希 尔 介 特 空间 ， 其 范 数 为 


lz = Gr) = | DlxCn) 


用 三 一 2 


许 瓦 效 不 等 式 为 


(7-4) 


wy 


(7-5) 


(7-6) 


(7-7) 
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op 


> ta 


n=—-% 


oo 


[ 之 lr) Pl > ly (mF) we 


类 似 地 ， 连 续 信 号 x(1) 可 视 为 连续 te, 一 个 元 素 或 向 量 。 所 谓 x4 el 是 指 


op 


| lxCn) ld < % 
设 信号 均 为 复 信号 ， 对 于 任意 x、y L， 定义 








Gy)》= [xD)y* Ca (7-9) 


其 中 y* (1) 为 y(t) 的 共 力 ， 则 连续 信号 空间 L, 也 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 其 范 数 为 


lz = Get = | | lr) Pa (7-10) 
应 当 注意 ,4 和 万 都 是 无 限 维 空间 。 | 


7.2 信号 的 正 交 分 解 与 正 交 变换 


7.2.1 信号 的 正 交 分 解 


一 个 三 维 空间 的 矢量 ， 总 可 以 向 三 维 空间 的 一 个 坐标 系 的 各 个 坐标 投影 ， 得 到 各 个 坐标 
分 量 。 若 这 个 坐标 系 是 一 个 正 交 坐标 系 ， 即 坐标 系 的 各 个 坐标 是 两 两 垂直 的 ， 我 们 就 称 这 个 
空间 矢量 向 正 交 坐标 系 各 个 分 坐标 的 投影 集合 为 矢量 的 正 交 分 解 。 三 维 矢量 的 正 交 分 解 示意 
图 如 图 7-1 所 示 。 

对 于 一 般 的 NN 维 线性 空间 X， 也 可 以 对 空间 中 的 
任意 一 个 向 量 x eX 实现 这 种 分 解 。 设 pl ,pa ，…，,Ppw 
为 V 维 线性 空间 关中 的 一 组 向 量 ， 如 果 pl ,9 ，,，… ,yw 
线性 独立 ， 则 称 之 为 线性 空间 的 一 组 基 。 对 任意 向 
量 xeX， 可 以 将 向 量 * 表示 为 




















x = - Dae (7-11) 


式 (7- 11) 称 为 向 量 % 按 空 间 于 的 基 ， ,mw …, pw 进 
行 的 分 解 ， 其 中 w; 称 为 向 量 % 在 pg; 上 投影 的 坐标 或 投 
影 系数 。 当 pj ,p, ,…,epw 两 两 相互 正 交 时 ， 式 (7-11) 就 称 为 向 量 x 的 正 交 分 解 。 


7.2.2 信号 的 正 交 变换 
当 有 限 长 离散 信号 x(z) 用 离散 侍 里 叶 变 换 X(k) 表示 时 有 





图 7-1 三 维 矢量 的 正 交 分 解 



































元 (的 了 三 Ede - xD 全 ei ] 01 a N= 1 (7-12) 

















显然 ， 任 意 离散 信号 x(n) 可 以 表示 为 频 域 复 信号 ew (k=0,1,…,N -1) 的 线性 组 合 。 
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由 于 


mn hs DS jn bn 六 BS 党 (k-m)n N k=m 
(i on) = Te) (or)* Bein - 
n=0 这 宇和 0 k 天 7 


故 er(k=0,1,…,N -1) 构成 了 某 一 有 限 维 时 域 信号 空间 忆 的 一 组 正 交 基 ， 式 (7-12) 就 
是 时 域 信号 x(n) 在 信号 空间 中 按 基 pk = ep (k=0,1,…,N -1) 的 正 交 分 解 ， 而 K(k) 


可 视 为 x(n) 在 g; 上 的 投影 系数 。 
离散 傅 里 叶 变 换 X(k) 也 可 以 用 时 域 信号 x(n) 表示 为 




















N-1 
X(k) = x(n)eiv (7-13) 
放 二 从 














可 见 ， 任 意 离散 傅 里 叶 变 换 X(1) 可 以 表示 为 时 域 复 信号 -8 (n=0,1,…,N -1) 的 线性 
组 合 ，e -je"(n=0,1,…,N -1) 也 构成 了 另 一 个 有 限 维 频 域 信号 空间 4 的 一 组 正 交 基 ， 式 
(7-13) 是 频 域 信 号 (4) 在 信号 空间 中 按 基 人 =e -i (k=0,1,…,N -1) 的 正 交 分 解 ， 
而 x(n) 为 X(k) 在 $1 上 的 投影 系数 。 

注意 到 时 域 信号 空间 的 基 向 量 e**Y* 和 频 域 信 号 空间 的 基 向 量 e-i** 互 为 共 d 且 正 交 ， 称 
正 交 基 ei (=0,1,…,N-1) 和 e-j*(n=0,1,…,N-1) 为 对 偶 基 ， 而 时 域 信号 空间 和 
频 域 信号 空间 构成 了 对 偶 的 希 尔 伯 特 空间 。 

应 当 注 意 ， 以 上 所 说 的 时 域 信号 空间 和 频 域 信号 空间 是 两 个 有 限 维 离散 信号 空间 ， 任 一 
时 域 信号 空间 中 的 向 量 x(n) 和 频 域 信号 空间 的 向 量 X(h) 可 以 通过 离散 傅 里 叶 变 换 或 离散 
傅 里 叶 反 变换 联系 ， 写 成 矩阵 形式 有 
































































































































X(0) -0 -1 ei (N-1) x(0) 
X(1) -0 Bm EN x(1) 
XON-1)/ -种 侣 .0 -和 关 - 交 .1 CN-D | (NN-1) 
x(0) ej 0 ej 1 ej (NL) X(0) 
x(1) 1 | ew .0 ei 1 oi (N-1) X(1) 
: ny : : : | 
x(N-1) G0) XN-1) 
记 为 
X=Ax 
x=BX 
4 和 B 分 别 为 离散 健 里 叶 变 换 矩 阵 和 离散 傅 里 叶 反 变换 和 矩阵， 显然 
A.B=I 


其 中 7 为 单位 矩阵 。 因 此 
A=B™ (7-14) 
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、 ~ 1 和 
如 果 记 4 = 一 -A4,，B=VNB， 则 有 
一 


A=B-! 
0 (1 
A™* =B 
可 见 A 及 B 均 为 正 交 和 矩阵 。 因 此 ， 离 散 依 里 叶 变换 和 反 变换 均 属于 正 交 变 换 。 
一 般 地 ， 设 有 两 个 希 尔 伯 特 空间 XX 和 Y, X 空间 的 任 一 向 量 % 通过 一 个 算 子 4 映射 为 了 
空间 的 一 个 向 量 y， 即 有 

















y=Ax VyeyY,xeX (7-16) 
如 果 有 

(Ax,Ax) =(y,y) = (x,%) (7-17) 
则 称 算 子 4 为 正 交 变换 。 


7.2.3 正 交 变换 的 性 质 


正 交 变换 具有 如 下 性 质 : 
性 质 1: 正 交 变换 的 逆 变 换 存在 且 唯 一 。 
证 明 ; 设 y=Ax (X 一 Y) 为 正 交 变换 ， 则 有 
(Ax,Ax) = (x,x) 
设 存在 另 一 个 变换 
x=By (Y—X) 
由 于 x,x) = (By,By)= (BAx,BAx)， 则 有 
B=A-! 
可 见 4 的 逆 变 换 一 定 存 在 ， 并 且 有 
(By,By) = (y ,7) 
可 见 B 也 为 正 交 变换 。 
当 正 交 变 换 可 以 用 算 阵 描述 时 ， 有 4-' =A4*， 因 此 正 交 变换 的 逆 变 换 和 矩阵 只 需要 求 原 
和 矩阵 的 共 思 f 转 置 矩 阵 就 可 得 到 ， 这 样 求 逆 变 换 不 需要 采用 数值 法 求 逆 ， 编 程 容易 ， 计 算 速 度 
快 。 这 正 是 正 交 变换 的 一 个 显著 优点 。 
性 质 2: 正 交 变换 是 保 范 变换 。 
证 明 : 此 性 质 根据 正 交 变换 的 定义 就 可 以 推 知 。 根 据 正 交 变换 定义 
(y,y) = (Ax,Ax) =(x,x) yeyY,xeX 
由 于 了 、X 均 为 希 尔 伯 特 空间 ,， 故 有 Gy,y) = |y ”x,x》= x1 ， 所 以 
yl = x? 
性 质 3: 正 交 变换 保证 变换 前 后 信号 的 能 量 不 变 。 
证 明 : 我 们 以 离散 传 里 叶 变换 为 例证 明 这 一 性 质 。 离 散 傅 里 叶 变 换 为 















































N-1 
1 2 
x(n) = X(k)|—els" 7-18 
(n) = ZX) (He) (7-18) 


即 任意 离散 信号 <(n) 可 以 在 频 域 信号 空间 中 按 基 wk = 六 es 做 信号 的 正 交 分 解 ， 而 X( 有 
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为 x(n) 在 pg, 上 的 投 景 系数 。 注 意 ，pi = 六 ep 并 不 是 归 一 化 的 正 交 基 ， 因 为 


(up) = (et, Dor) -ad 
故 由 离散 侍 里 叶 变 换 所 决定 的 和 矩阵 并 不 是 正 交 矩阵。 定义 
£(n) = VNx(P) 

















则 有 
= > 了 a (7-19) 


k=0 


则 式 (7-19) 决定 的 变换 满足 正 交 变换 的 定义 。 注 意 到 


次 1 1 2 
BiB) = (Fo, oN) = 5( ~ m) 
0) = (eh, 上) 





J/N 
所 以 
N-1 
> RW P= Stn)k (Cn) = (Kh) 
N-lN- 
(Et, 三 wp 二 3 Fae ” m (PE ,Pi 
N-l N-1l N-1 N-l 
= Db Da iF-m) = ol = DX) 
k=0m=0 k=0 = 人 0 
可 见 正 交 变 换 前 后 时 域 信号 的 能 量 等 于 频 域 信号 X(k) 的 能 量 。 用 原 信号 表示 有 
N- 1 N= 
> lz(n) 上 > 下 《2 (7-20) 
基 三 个 


























这 正 是 帕 斯 万 尔 定理 ， 因 此 正 交 变换 必 满 足 帕 斯 甩 尔 定理 。 
对 于 无 限 维 空间 ， 无 论 是 离散 信号 空间 /还 是 连续 信号 空间 L, ， 上 述 性 质 仍 然 成 立 。 
性 质 4: 向 量 的 正 交 分 解 具有 最 小 二 次 方 远近 性 质 。 
证 明 : 设 w 维和 硕 尔 伯 特 空间 中 的 向 量 x 可 以 进行 正 交 分 解 为 














% 三 > ak/ (7-21) 
k=0 








> 
| 


L 
= DBips (7-22) 
k=0 


N 


N 
e =% -= 之 axpr - Spo = = P(e - -Bi p+ 2 op (7-23) 
k=0 k=L+l 
误差 范 数 的 二 次 方 为 
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el?= lx -2|? = (x — t,x — 2) 
L N 划 N (7-24) 
= (> (ax — Bi) pi + > QPL, > (ax — Bi) pr + > orp ) 
k=0 k=L+l k=0 k=L+1 
显然 ， 当 且 仅 当 a -Bi,(k=0,1,…,L) 时 |e ? 取 最 小 值 ， 且 有 
N 
minl lel2 = 之 lap (7-25) 
k=L+l 


由 此 可 见 ， 当 取 少 于 空间 维 数 的 有 限 个 基 的 线性 组 合 来 双 近 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 个 向 量 时 ， 
正 交 分 解 具有 最 小 二 次 方 逼 近 的 性 质 。 


7.3 正 交 变 换 的 种 类 





7.3.1 正弦 类 变换 


正 弱 类 变换 是 应 用 最 广泛 的 正 交 变换 ， 其 基 郴 数 是 不 同 频率 的 正弦 函数 或 复 指数 函数 ， 
它们 是 完备 的 正 交 函数 基 ， 而 信号 正 交 展开 的 投影 系数 为 广义 的 傅 里 叶 级 数 或 傅 里 叶 变换 。 
例如 离散 傅 里 叶 级 数 、 离 散 傅 里 叶 变 换 、 离 散 序列 的 传 里 叶 变 换 等 。 离 散 傅 里 叶 级 数 、 
离散 傅 里 叶 变 换 都 是 有 限 维 的 正 交 变换 ， 而 离散 序列 的 全 里 叶 变 换 是 时 域 离散 信号 空间 向 量 
x(n) < 到 频 域 连续 信号 空间 向 量 Y(ew) < 1 [ - mr，T] 的 变换 ， 这 是 两 个 无 限 维 信号 空 
间 之 间 的 变换 。 

在 数字 信号 处 理 中 ， 为 了 减少 运算 量 ,， 还 常常 采用 离散 正弦 变换 (Discrete Sine Trans- 
form, DST) 和 离散 余弦 变换 (Discrete Cosine Transform，DCT) 。 

正弦 类 变换 具有 明显 的 物理 意义 ， 将 时 域 和 频 域 联系 了 起 来 ， 所 有 正弦 类 变换 均 满 足 帕 
斯 瓦尔 定理 ， 其 物理 意义 是 正 交 变换 保持 能 量 不 变 。 


7.3.2 非 正弦 类 变换 


历史 上 ， 除 了 傅 里 叶 级 数 作为 常见 正 交 变换 外 ， 还 有 一 些 多 项 式 构成 的 正 交 函 数 集 也 得 
到 广泛 应 用 。 例 如 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 、 切 比 雪夫 ( Chebyshev) 多 项 式 等 ， 它 们 在 
电磁 场 分 析 及 电路 滤波 器 设计 中 都 有 广泛 的 应 用 。 

随 着 数字 技术 的 发 展 ， 采 用 开关 电路 来 处 理 数字 信号 不 但 简便 易 行 ， 而 且 可 靠 性 高 ， 这 
使 得 非 正弦 信号 的 变换 引起 人 们 的 兴趣 。 其 中 沃 尔 什 (Walsh) 变换 、 哈 达 玛 ( Hadamard) 
变换 、 哈 尔 (Haar) 变换 应 用 较为 广泛 。 

沃 尔 什 变换 是 在 1932 年 美国 数学 家 沃 尔 什 (J.L. Walsh) 所 提出 的 沃 尔 什 函数 基础 上 离 
散 化 而 得 到 的 。 由 于 沃 尔 什 变换 矩阵 中 仅 含 有 +1 和 - 1 两 种 元 素 ， 这 使 得 在 计算 沃 尔 什 变 
换 过 程 中 仅 有 加 减 运 算 而 没有 乘法 和 运算， 这样 就 大 大 提高 了 运算 速度 ， 在 数字 图 像 处 理 这 样 
需要 进行 大 量 数据 处 理 的 领域 具有 明显 优势 ， 得 到 广泛 应 用 。 

哈达 玛 变换 和 沃 尔 什 变换 的 区 别 在 于 排序 的 不 同 。 在 某 种 意义 上 可 以 认为 哈达 玛 变换 是 
一 种 特殊 排序 的 沃 尔 什 变换 。 哈 达 玛 变换 核 矩 阵 具 有 简单 的 递 推 关系 ， 可 以 由 低 阶 矩阵 通过 
递 推 方便 地 得 到 高 阶 和 矩阵， 给 应 用 带 来 了 方便 。 
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哈 尔 变 换 是 利用 哈 尔 函 数 产 生 的 。 喻 尔 函 数 是 一 种 归 一 化 的 正 交 函 数 ， 它 是 完备 的 正 交 
函数 集 ， 其 特点 是 收敛 较 快 ， 能 实现 均匀 收敛 ， 应 用 较为 广泛 。 


7.4 ”离散 余弦 变换 和 离散 正弦 变换 


在 离散 传 里 叶 变 换 中 ， 由 于 其 变换 因子 为 复数 ， 故 需要 复数 乘法 运算 。 而 计算 机 实际 进 
行 乘法 运算 时 只 能 进行 实数 的 乘法 ， 这 样 两 个 复数 的 乘法 实际 是 通过 4 个 实数 相 乘 和 2 个 实 
数 加 减 来 实现 的 。 这 不 但 加 大 了 计算 时 间 ， 而 且 必 须 采 用 两 组 数据 来 存储 复数 数组 ， 计 算 和 
变换 都 较为 复杂 。 因 此 ， 人 们 乔 望 能 有 一 种 功能 相当 但 仅 采 用 一 组 数据 进行 变换 ， 以 减少 计 
算 和 数据 存储 ， 离 散 余弦 变换 (DCT) 和 离散 正弦 变换 (DST) 就 是 其 中 应 用 比较 广泛 的 


7.4.1 离散 余弦 变换 (DCT ) 


给 定 序 列 x(n) ，n =0,1,2,…， 其 离散 余弦 变换 (DCT) 定义 为 


1 N-1 
专 包 2(m) 


N-1 
X.(k) = Pn) oo HAT k=0,1,,N-1 
n=0 


从 定义 可 以 看 出 ， 若 x(n) 为 实数 ， 则 X(k) 也 为 实数 ， 因 此 DCT 仅 有 实数 运算 ， 避 
免 了 复数 运算 ， 可 以 减少 运算 量 ， 节 省 数据 存储 空间 。 

i 记 x = [x(0) ,x(1) ,xzCVN-1)]T7,，X =[ 和 (0), 和 (1 和 (V-1)]7， 则 DCT 可 
以 写 为 矩阵 形式 ， 即 

















X.(0) = 
(7-26) 


X=Cnx (T7327) 
Cw 为 DCT 的 变换 矩阵 ， 它 是 一 个 NxWN 的 实 和 矩阵 。 可 以 根据 式 (7-26)， 方便 地 写 出 Cy 的 
元 素 ， 即 有 


(7-28 ) 





cy = [eos 人 3 7 =0,1.2,…,N-1 


例 7-2 试 写 出 W=8 时 的 Cw。 
根据 式 (7-28) 可 以 写 出 





1 1 3 
V2 2 V2 
COS COS COS mn 
16 16 16 
Cs= 2 | cos 2 COS 全 COS 30% 
16 16 16 
7 217 1057™ 
COS cos 一 一 : COS 
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记 Cw 的 列 向 量 为 o = (co cu … cy-11), 则 可 以 验证 
0 

和 

对 于 Cw 的 行 向 量 进行 运算 也 有 同样 的 结果 ， 可 见 Cy 为 正 交 矩阵， 因此 DCT 为 正 交 变换 。 
由 此 可 得 


(cp,C;) = (7-29) 


xx =CHIX=CIX (7-30) 
根据 式 (7-30) 可 以 写 出 离散 余弦 反 变 换 得 


N-1 

1 /2 (2k + 1)nm 

x(n) = —X(0) + /一 > X(k)cos oo n=0,1,.…,N-!1 (7-31) 
VN N io 2N 


7.4.2 离散 正弦 变 换 (DST) 
给 定 序列 x(n) ,n=1,2,…,N -1， 其 离散 正弦 变换 (DST) 定义 为 


a 
2 
二 sin (ES ) k= 1.2.…,N (7-32) 
沪 圭 负 


记 x=[x(1) ,x(2),…,x(N)] ,X=[XX.(1),X.(2),…,X.(N)]7?， 则 DST 可 以 写 为 矩 
阵 形式 ， 即 

















X=Swx (7-33) 
例 7-3 斌 号 出 N=16 时 的 Sy。 
根据 式 (7-32) 可 以 写 出 
sin 2 sin 27 “sin 10™ 
17 17 17 
2 | sin 2 sin dy “sin 32m 
S16 = 1 2 | ww 
i 16m™ i 32T i 256T7 
7 17 "17 


同样 可 以 验证 ，Sw 为 正 交 和 矩阵， 因此 可 以 写 出 离散 正弦 反 变换 为 


x(n) = | mem | n=1,2,…,N 
N+l 各 S Nr+l 9 ? 





7.4.3 DCT 的 应 用 








DCT 主要 应 用 于 图 像 的 压缩 ， 目 前 国际 上 已 有 的 图 像 压缩 标准 大 多 以 DCT 为 基础 ， 例 
如 国际 压缩 标准 的 JPEG 格式 中 就 用 到 了 DCT。 所 谓 图 像 压 缩 ， 是 指 在 满足 一 定 图 像 质量 的 
条 件 下 ， 用 尽 可 能 少 的 数据 量 来 表示 原 图 像 。 具 体 来 说 ， 图 像 压缩 的 目的 是 要 尽量 消除 图 像 
言 息 中 一 幅 图 像 的 相 邻 像素 之 间 的 强 相 关 性 (空间 元 余 ) 、 运 动 图 像 中 前 后 图 像 之 间 的 相关 
性 〈 空 间 宛 余 ) 及 彩色 图 像 中 各 颜色 分 量 之 间 的 相关 性 ( 谱 匈 余 )。 图 像 压 缩 一 般 包 含 图 像 
的 映射 变换 、 量 化 及 编码 三 个 部 分 ，DCT 主要 应 用 于 图 像 的 正 交 变换 。 

由 于 图 像 是 二 维 信息 ， 所 以 需要 在 一 维 DCT 的 基础 上 引入 二 维 离 散 余弦 变换 。 二 维 离 
散 余 弦 变 换 的 定义 为 
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N-1l N-1 
-2 Qn + Dm, s (2m + Drm 
X(k,r) c(h, r) 之 之 x(n， m) cos FN FN (7-34) 
k,r =0,1,2,…,N-1 
其 中 
a 
“bm = 上 如 =0 上 且 kr 不 同时 为 0 (7-35) 
2 
1 kr >0 
二 维 DCT 可 以 用 连续 两 次 一 维 DCT 来 实现 。 
二 维 离散 余弦 反 变换 定义 为 
2 (2n + Dkr (2m + 1)rm 
x(n,m) = 2 Fehr) eo 2 DN ee 


nm = 0,1,2,…,N-1 

其 中 c (k, r) 由 式 (7-35) 决定 。 

在 实际 应 用 中 ，DCT 可 以 采用 快速 余弦 变 换算 法 (FDCT) 来 实现 。FDCT 可 以 用 两 种 方 
法 来 实现 : 一 种 是 利用 快速 傅 里 叶 变换 (FFT) 来 实现 ; 另 一 种 是 基于 代数 分 解 的 快速 算法 。 

利用 FFT 做 快速 余弦 变换 时 ， 可 以 将 序列 长 度 从 w 延 拓 为 2V (对 于 二 维 快速 余弦 变 
换 ， 则 从 N xNWN 延 拓 为 2N x2N)， 对 延 拓 后 的 序列 进行 FFT， 取 实 部 并 乘 上 对 应 的 因子 ， 即 
可 得 到 离散 余弦 变换 。 

上 述 方法 利用 了 FFT 算法 ， 优 点 是 编程 方便 ， 但 是 计算 量 相当 于 原 序 列 2 倍 长 度 序列 
的 FFT， 计 算 量 更 大 ， 没 有 体现 引入 DCT 减少 计算 量 的 初衷 。 利 用 代数 分 解 的 FDCT 算法 的 
寺 点 就 是 利用 余弦 函数 的 周期 性 ， 并 考虑 余弦 函数 与 正弦 函数 之 间 的 关系 ,合理 安排 计算 顺 
序 ， 实 现 FDCT 的 算法 。 限 于 篇 幅 这 里 不 再 介绍 ， 读 者 可 参阅 相关 文献 。 

图 7-2 给 出 了 一 个 DCT 在 图 像 压 缩 中 的 应 用 实例 。 图 7-2a 是 未 经 压缩 的 原始 图 像 ， 


图 7-2b 是 采用 JPECG 方式 压缩 存储 的 图 像 。 图 7-2b 所 存储 的 数据 量 近似 为 图 7-2a 的 二 ， 但 


从 图 像 上 来 看 ， 图 7-2b 反映 的 图 像 信息 基本 上 保留 了 图 7-2a 的 特征 ， 损 失 很 小 。 由 此 可 以 
看 到 DCT 在 图 像 压缩 中 所 发 挥 的 作用 。 




















7-2 ”离散 余弦 变换 在 图 像 压 缩 中 的 应 月 
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本 章 小 结 


本 章 初 步 介 绍 了 信和 号 处 理 中 所 涉及 的 信号 空间 及 正 交 变换 的 概念 。 借 助 于 信和 号 空间 的 概 
念 ， 可 以 从 更 为 抽象 和 一 般 的 角度 研究 将 信号 作为 信号 空间 中 向 量 的 变换 问题 。 本 章 首 先 介 
绍 了 线性 赋 范 空间 的 概念 ， 接 着 介绍 了 内 积 空间 及 希 尔 伯 特 空 间 的 基本 定义 和 一 些 重要 特 
性 ， 介 绍 了 两 类 重要 的 希 尔 伯 特 空间 一 一 /, 空间 和 空间 。 在 此 基础 上 ， 通 过 离散 侍 里 叶 
变换 和 离散 傅 里 叶 反 变换 的 例子 ， 引 入 了 两 个 硕 尔 伯 特 空间 中 的 向 量 之 间 正 交 变 换 的 概念 ， 
介绍 了 正 交 变换 的 基本 性 质 。 最 后 ， 简 单 介绍 了 两 类 重要 的 正 交 变换 ， 即 离散 余弦 变换 
(DCT) 和 离散 正弦 变换 (DST) 。 



































习 题 


7-1 试 证 明 cos:，cos21，…，cosm (n 为 整数 ) 是 在 区 间 (0，2T) 中 的 正 交 函数 集 ， 
但 不 是 完备 的 正 交 函数 集 。 
7-2” 试 从 正 交 变换 是 保 范 变换 的 性 质 出 发 ， 证 明 离 散 信号 傅 里 叶 变 换 的 帕 斯 瓦 尔 定理 : 




















> ls) p=, |X(e) Lao 

7-3 ”对 给 定 序列 x(0) ,x(1) ,x(2) ,*(3) ， 写 出 余弦 变换 DCT 和 矩阵 C; ， 验 证 C4 是 正 交 
矩阵。 
7-4 对 给 定 序列 x(0) ,x(1),*(2),x(3)， 写 出 正弦 变换 DST 和 矩阵 $; ， 验 证 $4 是 正 交 
和 矩阵。 
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在 实际 信号 处 理应 用 中 所 遇 到 的 多 数 信号 是 随机 信号 。 对 于 随机 信号 ， 相 关 和 谱 分 析 是 
信号 分 析 处 理 中 的 重要 概念 和 手段 。 所 谓 相 关 ， 是 指 在 时 域 中 研究 两 个 信号 或 信号 自身 的 相 
互 关联 关系 ， 相 关 分 析 广 泛 应 用 于 信号 处 理 与 检测 、 雷 达 、 声 纳 及 生物 医学 信号 处 理 等 方 
面 。 而 谱 分 析 是 在 频 域 内 研究 信号 的 特征 ， 如 幅度 谱 、 相 位 谱 、 功 率 谱 等 。 

我 们 知道 ,对 连续 信号 ,x(t) 和 X(jQ) 是 一 对 健 里 叶 变 换 对 ， 对 离散 信号 ，x(n) 和 
X(e”) 是 一 对 傅 里 叶 变换 对 。 而 在 随机 信号 分 析 中 ， 相 关 分 析 和 谱 分 析 分 别 反 映 了 信号 的 
时 域 特征 和 频 域 特征 ， 对 同一 信号 ， 这 两 者 之 间 存 在 着 深刻 的 联系 。 实 际 上 随机 信号 的 相关 
函数 和 功率 谱 也 是 一 对 传 里 叶 变换 对 。 利 用 FFT 等 方法 ， 可 以 研究 随机 信号 的 功率 谱 ， 从 
而 对 信号 的 特征 有 充分 的 了 解 。 

对 于 信号 x(n)， 定 义 信 号 的 能 量 > 
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E = 2 [x(n) | (8-1) 
如 果 五 为 有 限 值 ， 则 称 x(z) 为 能 量 信号 。 如 果 有 ， 则 定义 信号 x(n) 的 功率 为 
P= Lm Ny 71 > |x(n) 四 (8-2) 


如 果 信号 的 功率 为 有 限 值 ， 则 称 信号 <(n) 为 功率 信号 。 实 际 应 用 中 所 光 昌 到 的 随机 信和 号 多 
数 为 功率 信号。 

本 章 首先 介绍 了 离散 随机 信号 及 其 描述 ， 然 后 对 离散 随机 信和 号 的 相关 函数 、 功 率 谱 密度 
的 概念 和 性 质 进 行 了 介绍 ， 讨 论 了 维 纳 - 辛 钦定 理 。 对 平稳 随机 信号 及 各 态 遍 历 性 性 质 进 行 
了 简明 介绍 后 ， 讨 论 了 离散 随机 信号 通过 线性 系统 时 其 输出 信号 的 数字 特征 、 相 关 函 数 和 功 
率 谱 的 特点 ， 最 后 讨论 了 随机 信和 号 处 理 的 一 些 典型 应 用 。 


8.1 离散 随机 信号 及 其 描述 
dd A 而 是 具有 随机 因素 。 例 如 地 震波 、 海 面 起 伏 、 
、 生 物 医学 信号 等 。 本 节 介 绍 随机 信号 的 一 些 基 本 概念 。 
8.1.1 离散 随机 信号 
离散 随机 信号 可 以 认为 是 随机 变量 的 时 间 历 程 。 当 n 变化 时 ,wj (n) ,xz (nn),…,xw(n) 
表示 随机 信和 号 的 Y 个 样本 ， 每 个 样本 *;(z) 是 一 个 时 间 序 列 。 所 有 样本 序列 的 集合 
Xn), i=1,2,…,N,N oo% 


就 构成 了 一 个 离散 的 随机 过 程 ， 也 称 为 随机 序列 。 记 为 X(n) 
X(n)={x(n)} 71=1,2,.… (8-3) 
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对 一 个 特定 时 刻 mm ,xi (mm ) ,xz (mi ),…,xw(n1),…， 是 一 个 随机 变量 ,而 x,(ni) 为 X(ni) 
的 一 个 实现 。 离 散 随机 信和 号 示意 图 如 图 8-1 所 示 。 








X3(n) 
















.0 
“x3(n1) ,” 
Ta 


X2(n) 4 X3(12) 


X2(n)) 





3 
n 
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图 8-1 离散 随机 信号 示意 图 


一 般 来 说 ，X(n) ,X(n),…,X(nj) 均 为 随机 变量 ， 故 了 X(n) 是 依赖 于 时 间 的 随机 
变量 ， 可 以 用 描述 随机 变量 的 方法 来 描述 。 

随机 信号 的 主要 描述 方法 有 : 由 分 布 函数 (概率 密度 函数 )。 这 是 描述 准确 随机 信号 的 
数学 方法 ， 这 种 方法 可 以 帮助 我 们 对 常见 的 基本 随机 信号 的 性 质 有 比较 透彻 的 了 解 ， 为 分 析 
一 般 的 随机 信号 打下 基础 。@ 随 机 信号 的 统计 特性 。 工 程 中 所 遇 到 的 随机 信号 常常 不 知道 其 
分 布 函 数 ， 这 时 需要 通过 一 些 统计 的 方法 来 了 解 随机 信号 的 统计 特性 ， 这 是 随机 信号 分 析 中 
的 常用 方法 。 常 用 的 统计 特性 有 均值 、 方 差 、 自 相关 函数 、 协 方差 等 。 


8.1.2 随机 信号 的 分 布 函 数 
设 X(n) 为 随机 信号 ， 当 于 =m 时, X(n) 为 一 随机 变量 。 其 一 维 分 布 函数 定义 为 























F(xi,n) =P(X(n ) sx1) (8-4) 
可 见 ， 一 维 分 布 函数 反映 了 X(m ) 小 于 或 等 于 xi 的 概率 ， 它 与 nt 有 关 。 阁 存在 p(xi ，n1 ) 使 得 
F(xi,ni) = | pion) ds (8-5) 


则 称 p(xi， mm) 是 X(n) 的 一 维 概率 分 布 密度 函数 。 
仅 有 一 维 分 布 函数 和 一 位 概率 分 布 密度 函数 一 般 不 足以 反映 随机 变量 X(n) 的 特征 ， 
为 了 研究 X(n) 在 nl、n 时 刻 的 相互 关系 ， 引 入 随机 变量 的 二 维 分 布 函数 。 
X(ni)、X(n,) 的 二 维 分 布 函 数 定义 为 








F(xi ,Xn ,1 ) =P(X(n) x ,X(n) x%,) (8-6) 
同样 ， 如 果 存 在 p(xi ， X2，71， 72 ) 使 得 
x1 MX2 
F(xi ,Xn1 ,1 ) 号 人 人 p(s1,52 ,71 ,1722 ) dsids, (8-7) 


则 称 p(xi，x2，ni，n2) 为 X(ni)、X(ns,) 二 维 概 率 分 布 密度 函数 。 
一 般 地 ， 任 取 NN 个 相 异 的 值 nN, N29, "**, Ny, 随机 变量 站 (ni )， X(n, ) ， es 和 (PN) 
的 NN 维 分 布 函 数 定义 为 
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F(x ,Xs XN Nn ,NN) =P{X(n) x ,Xn ) x, X(ny) xv} (8-8) 
显然 ，V 越 大 ， 对 随机 信号 X(n) 的 描述 就 越 准确 。 但 是 ， 对 于 一 般 的 随机 信号 ， 要 想得到 
N>=3 的 高 维 分 布 函数 或 概率 分 布 密度 函数 比较 困难 。 除 了 少数 常用 信和 号外， 很 多 随机 信和 号 
要 想得到 解析 的 2 维 分 布 函 数 或 概率 分 布 密度 函数 都 有 一 定 难 度 ， 因 此 ， 在 实际 应 用 中 基于 
统计 ， 更 多 地 使 用 随机 信号 的 数字 特征 。 
8.1.3 随机 信号 的 统计 特性 

随机 信号 的 常用 统计 特性 主要 有 均值 、 方 差 、 均 方 、 自 相关 函数 和 自 协 方差 函数 等 。 
1. 均值 
n=nl 时 , X(nl) 的 均值 定义 为 























六 oo 
MX(CPI ) = E{X(n)}= im 方志 xm) = | pC sm) du (8-9) 
从 式 (8-9) 可 以 看 出 ， 要 求 随机 变量 X(n, ) 的 均值 wx(m ) ， 需 要 知道 该 时 刻 所 有 的 样本 x， 
(nn) (i=1,2,…)， 或 知道 X(ni) 的 一 维 概率 分 布 密度 函数 。 均 值 x (ni) 一 般 与 时 间 nl 
有 关 ， 为 了 体现 这 一 点 ， 可 以 将 任意 时 刻 n 的 均值 写 为 


Lx(n) =E|IX(n)| (8-10) 
即 均值 为 时 刻 n 的 函数 。 
2. 方差 
X(n) 在 ni 时 刻 的 方差 定义 为 
ox(m)=E{[X(m) -ux(ni)]} (8-11) 


0o%(nm) 表示 X(m) 对 均值 jx(ni) 的 平均 偏离 程度 。 由 式 (8-9) 又 有 
oi(m) = lim Dy [xi(m) -px(n)]? (8-12) 
3. 均 方 | 
n=ni 时 , X(ni) 的 均 方 定义 为 
Dx(m) = ECP(n) ?= lim Dm) | p(n ) du (8-13) 


均 方 实际 上 反映 了 该 时 刻 随机 信号 所 有 样本 的 平均 功率 。 
均 方 、 方 差 和 均值 之 间 有 如 下 的 关系 : 
Dx(n) =ox(n) +ux(n) (8-14) 


式 (8-14) 可 以 证 明 如 下 : 
[x p(n) p(w,n) ds 


ox(n) = E{[X(n) | oo 
到 | p(nm) ds + pC)plrm) de 2] pr(n)p(r sn) ds 


= Dr tpx (2 psn de 20x(n) {aprn) ds 


= Dix(n) -px (n)? 
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所 以 有 
Dx(n) =px (m) +IY(P) 
4. 自 相关 函数 
随机 信号 的 自 相 关 函 数 定义 为 


N 
ry(n1,n) 所 ElX(ni)X(n,)| 二 dim HECm)m(m) (8-15) 
人 i=1 
rx(n1，n2) 反映 了 不 同时 刻 样本 函数 关系 的 平均 值 。 一 般 记 mm =nl +m， 则 
Fry(7 ,71 tm) =E{X(n)X(n +m)} (8-16) 











自 相关 函数 是 随机 信号 分 析 中 的 一 个 重要 参量 ,后 面 还 要 详细 讨论 。 
5. 自 协 方差 函数 
自 协 方差 函数 定义 为 
cov( ni ,1 ) = 五 | [X(n) -Kx(n1) LX(n) -Lx(nm)]™ | (8-17) 
式 (8-17) 中 ， 上 标 “* ”表示 取 共 轿 。 对 于 实 信号 ,信号 的 共 轿 就 是 其 本 身 。 如 果 对 任意 
ni 闫 ns 都 有 cov(Cm ，ns) =0， 则 称 信 号 X(n) 是 不 相关 的 随机 信号 。 
以 上 数字 特征 中 ， 均 值 称 为 随机 信号 的 一 阶 矩 ,方差 及 均 方 称 为 随机 信号 的 二 阶 矩 。 相 
关 函 数 、 协 方差 函数 称 为 随机 信和 号 的 联合 二 阶 矩 。 
例 8-1 已 知 随机 信号 X(n) =4+Bn， 其 中 , 4 和 B 是 独立 的 随机 变量 ,， 各自 都 服从 正 
态 分 布 YV(0，1)。 试 求 其 均值 和 方差 。 
解 : 根据 定义 有 
Lx(n) =E|IX(n)} =ElA} +ElBln=0+0.n=0 
由 于 4 和 B 是 独立 的 随机 变量 ， 故 有 
ox(n)=0o(A) +o(Bn) =1 +EILB: n-0]”} =1+rn 
例 8-2 设 随机 信号 取 值 为 二 值 的 (0，4)， 每 隔 N 取 值 变换 一 次 ， 每 次 变换 取 值 独 


立 ， 取 0 和 取 4 的 概率 均 为 了 ， 试 求 其 均值 和 方差 。 











解 : 根据 题 意 ，P|X(n) =0| =PIX(n) =A4| = 二， 因此 


pe ee 

No% NA 2 
均 方 为 

Dx(n) = E{X(n)}= lim LS -和 

人 2 
因此 


2 _ >_A” 
ot(n) =Dr(n) -px (n)? = 


8. 1.4 随机 信号 的 常见 概率 密度 函数 
下 面 简 单 介绍 一 些 信 号 处 理 中 所 遇 到 的 常见 随机 信和 号 的 概率 密度 函数 。 
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1. 均匀 分 布 

一 维 概率 分 布 密度 函数 的 变量 在 区 间 [a, 5] 之 
间 取 值 概率 相等 ， 如 图 8-2 所 示 。 对 随机 相位 波 常 做 
此 假设 ， 数 字 信和 号 处 理 中 插入 误差 的 分 布 也 常 做 此 假 ” -二 
设 。 均 匀 分 布 的 一 维 概率 分 布 密度 函数 为 


p(X) 





“| 


1 
一 一 一 <x<b a 
plx) =1b-a “~ (8-18) 
0 其 他 图 8-2 均匀 分 布 


其 均值 和 方差 分 别 为 


px(n) = (8-19) 





on) = (8-20) 


2. 高 斯 ( 正 态 ) 分 布 
高 斯 分 布 又 称 为 正 态 分 布 ， 是 工程 中 最 常见 的 概率 分 布 密度 函数 。 当 随机 变量 取 值 受 多 







































































种 因素 影响 ， 其 影响 程度 又 相差 不 大 时 ， 随 机 变量 表现 为 高 斯 分 布 。 高 斯 分 布 的 概率 分 布 密 
1 G2 
光 三 e 2 8-21 
p(x) Ds ( ) 
其 均值 和 方差 分 别 为 本 
ji (ny (8-22) 
ax (7) =ar” (8-23 ) 
高 斯 分 布 的 概率 密度 函数 图 形 如 图 8-3 所 示 。 
3. 瑞 利 分 布 加 Ln T 
瑞 利 分 布 的 概率 密度 函数 为 ee 
i x 三 0 
p(x) =10° (8-24) 
0 x<0 
其 均值 和 方差 分 别 为 
px(n) = 70 (8-25) 
o2(n) = C2 -3 (8-26) 
瑞 利 分 布 如 图 8-4 所 示 。 pn 


如 果 二 维 随机 变量 X(Cz) 和 了 (zz) 相互 独立 ， 即 XX(n) 
和 Y(n) 的 联合 概率 分 布 密度 函数 p(x,y,n) =p(x,n)p(y,n)， 
且 在 直角 坐标 系 中 , p(x) 和 p(x) 均 为 高 斯 分 布 ， 则 分 布 
密度 函数 表示 为 极 坐标 形式 p(r，p) 时 ，Fr 做 瑞 利 分 布 ， 相 0 
位 p 做 均匀 分 布 。 图 8-4” 瑞 利 分 布 
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值得 注意 的 是 ， 以 上 介绍 的 常见 随机 信号 ， 其 均值 和 方差 均 与 时 间 无 关 ， 其 概率 分 布 
密度 函数 也 不 随时 间 变化 ， 这 类 随机 信号 属于 平稳 随机 信号 ， 这 是 一 类 应 用 中 非常 重要 的 随 
机 信号 。 


8.1.5 离散 平稳 随机 信和 号 及 各 态 遍 历 性 





1. 离散 平稳 随机 信号 
离散 平稳 随机 信号 是 工程 上 应 用 最 多 的 离散 随机 信和 号。 所谓 平 稳 ， 粗 上 略 地 说 ， 是 指 统计 
特性 不 随时 间 变 化 。 一 个 离散 随机 信号 ， 如 果 X(n) 的 NN 维 分 布 函数 满足 
ECX XN NI To nN) =F(x ,No NNN tm,ny tm,, nyt+m) (8-27) 
则 称 该 随机 信号 是 严 平稳 的 。 
实际 上 ， 要 检测 一 个 离散 随机 信号 是 否 严 平 稳 随机 信号 并 非 易 事 ， 一般 仅 考察 一 阶 和 二 
阶 统 计 特 性 。 
若 离散 随机 信号 X(z) 的 均值 与 时 刻 n 无 关 ， 即 
Lx(n) =E|X(n)| =1x (8-28) 
则 称 离散 随机 信号 X(n) 在 均值 意义 上 是 平稳 的 。 若 同时 有 离散 随机 信号 X(Cz) 的 自 相关 
函数 ry(n， n+m) 仪 与 时 刻 差 m 有 关 ， 而 与 n 没有 关系 ， 即 
rx(n,nt+m) =rx(m) (8-29) 
则 称 离散 随机 信号 X(n) 是 宽 平稳 的 。 
工程 分 析 中 ， 噪 声 影 响 、 随 机 信和 号 波动 等 均 可 按 宽 平 稳 随 机 信和 号 来 处 理 。 生 物 医学 信和 号 
严格 来 说 是 非 平 稳 的 ， 但 可 作为 分 段 平稳 信号 来 处 理 。 
2. 随机 信号 的 各 态 遍 历 性 
在 计算 离散 平稳 随机 信和 号 的 数字 特征 时 ， 可 以 采用 概率 密度 函数 计算 (假定 已 知 概率 
密度 函数 ) ， 也 可 以 通过 样本 函数 做 平均 计算 。 以 计算 均值 为 例 ， 有 








My = 小 XD(X%) dx (8-30) 
或 
| 
HAx = lim Wn) (8-31) 


采用 式 (8-30) 计算 时 需要 知道 离散 随机 信号 的 概率 密度 函数 ， 对 于 许多 离散 随机 信 
号 ， 其 概率 密度 函数 往往 是 不 知 的 ， 式 (8-30) 的 使 用 受到 限制 。 采 用 式 (8-31) 从 形式 上 
来 看 可 以 解决 均值 的 计算 问题 ， 然 而 这 要 求 计算 所 有 样本 在 时 刻 n 的 值 ， 从 应 用 的 角度 来 
看 ， 这 要 求 事先 记录 所 有 可 能 发 生 的 随机 信和 号， 这 个 实际 上 也 很 难 实现 。 

那么 ， 能 否 仅 做 一 次 实验 ， 就 能 得 到 随机 信和 号 的 数字 特征 呢 ? 对 于 一 部 分 离散 随机 信 
号 ， 这 是 可 以 做 得 到 的 ， 这 就 是 各 态 凯 历 信 号 。 对 各 态 遍 历 信 号 ， 有 关 数 字 特 征 可 以 定义 
如 下 : 











N M 
. 1 有, 1 
pr = EIX(n)] = lm Ty 2ri(n) = rn 7 1 Aik®) (8-32) 
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N 
-1 4 
oF = EX(n) -pz]23= lm 方 名 [iln) pr] 
(8-33) 


M 


i pe 
dim ahr #1 2 Ls") Lx | 


N 


需要 注意 的 是 , og = lim 广 加 [xi(n) -yx]? 是 对 某 时 刻 n 随 机 信号 所 有 样本 所 求 得 


i=1 


M 
的 平均 值 ， 而 o = lim 2 > [xi(n) -My]? 是 对 随机 信号 的 一 个 实现 所 求 的 时 间 平 


n=-M 


均 。 对 于 各 态 遍 历 信号 ， 样 本 平均 就 等 于 时 间 平 均 ， 这 样 就 大 大 方便 了 对 这 类 随机 信号 的 研 
究 。 工 程 应 用 中 所 遇 到 的 随机 信号 很 多 都 满足 各 态 遍 历 的 条 件 ， 因 此 ， 在 信和 号 处 理 中 ， 一 般 
先 假定 随机 信和 号 满足 各 态 遍 历 条 件 ， 采 用 一 个 持续 足够 长 时 间 的 样本 信和 号 进行 统计 分 析 ， 
般 情况 下 可 以 满足 需要 。 若 发 现 分 析 结 果 不 满 足 各 态 遍 历 信 号 应 有 的 结论 ， 这 时 应 再 多 采集 
样本 信和 号 进行 分 析 ， 以 得 到 更 为 准确 的 分 析 结 

例 8-3 离散 随机 信号 同 例 8-2， 试 求 其 任 一 .实现 的 时 间 平 均 。 

解 : 从 例 8-2 已 求 得 











N 
pro = EDE= Jim WEN) = 








显然 这 是 一 个 在 均值 意义 上 的 平稳 随机 信号 。 由 于 随机 信号 每 阳 N 改变 一 次 ， 取 值 为 0 或 
A 的 概率 均 为 本 ， 每 次 取 值 均 为 独立 的 ， 因 此 这 是 一 个 各 态 遍 历 的 信和 号。 











Re 二 证 > 0 = a = 
例 8-4 考察 一 个 随机 相位 的 正弦 信号 
X(n) =Asin( won + $) 
其 中 ，A4、wo 为 定 值 ，B 为 一 个 在 (0，2m) 之 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 ， 其 概率 分 布 密度 函 
数 为 


p(9) = 12T 
0 其 他 
其 样本 平均 为 


oo 2 三 1 
BEIXCOD)E = xp)p(e)dp =| Asin(won + 9) dp =0 
时 间 平均 为 
mn = lim 27 Asin(won + 0) =0 


下 面 考察 自 相 关 函 数 。 
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2T 
ri(n,n+m) = EIX(n)X(n+m)} = | [A?sin(won + p)sin(wom + wom + 9)] dp 


42 27 . 
= | [cos(wom) - sin(2w0n + wom +29) ]dp 
= 42cos(wom) = ry(m) 
自 相关 函数 的 时 间 均 值 为 
M 
_ ]: DO 
ri(n,nt+m) = dm F317 3 2 sin(wok + 9)sin(wok + Wom + 9) 
42 M 
= lim 往生 之 [eos(oom) — sin(2w0k + wom +2p) ] 


= A?’cos(wom) = rx(m) 


可 见 随机 相位 信号 是 宽 平稳 上 且 各 态 遍历 的 随机 信号 。 
8.2 ”相关 耳 数 和 谱 分 析 


相关 就 是 在 时 域 中 研究 两 个 信号 或 信号 自身 的 相互 关联 关系 ， 相 关 分 析 广 泛 应 用 于 信号 
人 处理 与 检测 、 雷 达 、 声 纳 及 生物 医学 信号 处 理 等 方面 。 谱 分 析 是 在 频 域 内 研究 信号 的 特征 ， 
如 幅度 谱 、 相 位 谱 、 功 率 谱 等 。 本 市 在 前 面 所 引入 的 相关 函数 定义 基础 上 ， 进 一 步 详细 讨论 
相关 函数 的 基本 性 质 ， 介绍 了 随机 信号 的 功率 谱 密 度 概念 ， 论 证 了 功率 谱 密度 和 相关 函数 之 
间 的 联系 。 这 些 内 容 对 于 随机 信号 的 分 析 具 有 重要 意义 。 


8. 2.1 确定 性 信号 的 相关 函数 与 谱 分 析 

本 小 节 首 先 介绍 确定 性 信号 的 相关 函数 及 谱 分 析 方 法 ， 这 对 于 理解 随机 信和 号 的 相关 函数 
和 功率 谱 分 析 的 概念 有 一 定 帮 助 。 

1. 确定 性 信号 的 相关 函数 

对 于 两 个 确定 性 能 量 信号 x(n) 和 y(n)， 定 义 其 互相 关 函 数 r,(m) 为 











ry(m) = 之 x(n)y(n-m) (8-34) 

式 (3-34) 右 侧 也 称 为 相关 运算 ,简称 相关 ， 利 用 相关 可 以 研究 两 个 信和 号 的 相似 关联 程度 。 

实际 应 用 中 ,x(n) 和 y(n) 往往 是 同一 信号 出 现 的 时 间 不 同 所 引起 的 ， 式 (8-34) 
变 为 


oo 


ri(m) = x(n)x(n—-m) (8-35) 


(部 ) 称 为 信号 x(n) 的 自 相 关 函 数 。 自 相关 函数 可 以 判断 同一 信号 x(n) 前 后 的 关联 性 。 
相关 和 卷 积 表面 看 有 相似 性 。 两 个 信号 x(n) 和 y(n) 的 卷 积 ; 





sn) wy) = Dm)y(n-m) (8-36) 
可 以 看 出 ， 卷 积 运 算是 对 变量 m 求 和 ， 在 其 中 的 乘法 运算 中 ， 信 号 y(m) 要 翻 折 后 位 移 n 
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再 与 x(m) 相 乘 。 而 相关 是 对 变量 n 求 和 ， 信 号 y(n) 仪 需 要 位 移 m， 不 必 反 折 。 正 因为 这 
个 差别 ， 使 两 者 的 性 质 产 生 了 根本 的 差异 。 对 于 卷 积 运算 ， 我 们 知道 

XN) yn) =y(n) *x(n) 
即 卷 积 满足 交换 律 。 但 是 相关 函数 一 般 不 能 保证 满足 交换 律 ， 这 是 因为 对 相关 运算 的 顺序 进 
行 交换 ， 并 做 变量 代 换 1=n -m 有 


op 


ry (m) 三 > y(n)x(n—m) 本 > x(Dy(l+m) 


n=-% = 一 oo 


oo 


= >x(Dy(-(-m)) =r,(-m) 


1 = 一 oo 
一 般 来 说 ,ry(m) 天 rm ( =- 到) ， 故 一 般 7,(m) 关 r,,(m) ， 即 互相 关 运 算 一 般 不 满足 交换 律 。 
2. 相关 函 数 的 基本 性 质 
下 面 介 绍 自 相关 隐 数 和 互相 关 函 数 的 基本 性 质 。 
(1) 自 相 关 函 数 的 性 质 
性 质 1: | (m) |<r, (0)。 
证 明 : 由 于 


op 


> x(n)x(n-m)| | by x (n) > x (n—-m) 上 


n=-% = 于 


[ ¥en) FY Cm) =700) 


| 产 (m) | 
(8-37) 


性 质 1 得 证 。 

性 质 1 说 明 ， 当 m=0 时 , x(n) 和 x(z=-m) 完全 重合 ， 相 似 程度 最 大 。 这 就 是 性 质 1 
的 物理 意义 。 

性 质 2: 当 x(z) 为 能 量 信号 时 有 lim r,(m) =0。 

证 明 : 事实 上 ， 如 果 x(n) 为 能 量 信号 ， 则 必 有 lim_ x(n) =0， 否则 由 式 (8-1) 可 知 歼 
将 不 为 有 限 值 ， 即 x(n) 不 是 能 量 信 号 ， 出 现 矛盾 。 由 lim x(n) =0 可 得 


op op 


lim rs(m) = > x(n) * limx(n -—m) = > x(n).:0=0 


一 n=-% 


此 性 质 说 明 当 信号 自身 两 个 时 刻 的 时 间 间 隔 mw 时 ， 信 号 就 失去 了 相似 性 。 
性 质 3: 自 相 关 函 数 是 m 偶 函 数 ,， 即 7 (m) =7,( -m)。 
证 明 : 由 于 





oo 


r,(m) = 之 rn)x(n-m) = 2 «(Dx(l+m) 


(8-38) 


op 


= DDall-(-m)) =r(-m) 


l=-%w 


因此 ， 自 相关 函数 rr (m) 是 m 的 偶 函 数 。 
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由 此 可 以 得 到 自 相关 函数 的 示意 图 如 图 8-5 所 示 。 

性 质 4: r,(m) 与 x(z) 的 波形 无 关 ， 仅 与 信号 x(n) 
的 振幅 谱 有 关 。 

此 性 质 在 讨论 互相 关 函 数 性 质 时 再 一 并 讨论 。 

(2) 互相 关 函 数 的 性 质 

性 质 1 : >。(m) 不 是 偶 函数 。 I 

性 质 2: ry(m) 仅 包含 x(z) 和 y(n) 所 共有 的 频率 分 量 。 





























op 


证 明 : 由 于 ry(m) 三 > x(P)y(7 = 一刀) ， 令 1= 灵 -7， 则 有 


oo 


ry(m) = > x(m-Dy(-D) 


记 g(1) =y( -1)， 则 


op 


ry(m) = Dx(m- Dall) = g(m) sx(m) = y(-m) sx(mmn) (8-39) 


三 三品 
对 zr(m) 取 z 变换， 由 卷 积 定理 
Rs(z) =Z[ru(m)] =Z[x(m) #7( ~m)] =X(a) Yi 
由 此 可 得 到 互相 关 函 数 的 频率 特性 为 
Ru Ce) =X(e?)Y* (el) 
由 上 式 可 见 ， 仅 当 X(e*) 和 Y(e*) 均 不 为 零 时 ，R,,(e*) 头 0。 因 此 ,，r,(m) 仪 包含 x(n) 
和 y(n) 所 共有 的 频率 分 量 。 
将 式 (8-39) 中 y(n) 换 为 x(n)， 可 得 
ri(m) =x( —-m) *x(m) (8-40) 
因此 
R, (ow) Ce) (0) = |X(e)P 
上 式 正 是 自 相 关 函 数 性 质 4 的 结论 。 
性 质 3: |r (m) |< Vr,(0)r,(0) 
证 明 : 由 许 瓦 效 不 等 式 





op 


rm|= | 之 OO 由 | < | 之 妇 (m) Yn-m) 


= Vr.(0)r,(0) 
性 质 得 证 。 
性 质 4: 若 x(n) 和 y(n) 都 为 能 量 信和 号 ， 则 lim rm) EU 
该 性 质 的 证 明和 自 相 关 函 数 性 质 2 的 证 明 类 似 ， 故 从 略 。 
(3) 相关 定理 
在 相关 函数 性 质 的 讨论 过 程 中 ， 曾 得 到 如 下 等 式 : 
Re ) =X(ei*)Y” (ei®) (8-41) 
R.(e®) =XCee)X (ee) = |X(e®) | (8-42) 
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式 (8-41) 、 式 (8-42) 称 为 相关 定理 。 式 (8-42) 具有 明确 的 物理 意义 ， 它 说 明 自 相关 函数 
IX (el?) 上 与 信号 x(n) 的 侍 里 叶 变 换 幅 值 的 二 次 方 |X(e*) 上 是 一 对 健 里 叶 变 换 对 ， 
即 有 




















op 


|X(eie) | 三 之 Fr (ma) enion 


， (8-43) 
rm) = 工人 1 Xeio) jeiondo 
。 27 (e™) 


以 上 以 能 量 信 号 为 例 介 绍 了 相关 函数 的 定义 及 性 质 。 对 于 功率 信号 ，》 x?*(n) 一 om， 


有 三 一 2 


> 六 (2) 一 % ,因此 ， 自 相关 函数 和 互相 关 函 数 的 定义 改 为 


n= 


1 
(Cn)x (n-m) (8-44) 


r.(m) = dim 


1 N 
ry(m) = 下 mm ny 1, 2 Xn)y(n —m) (8-45) 


功率 信号 的 相关 函数 仍然 具有 和 前 面 介绍 的 能 量 信和 号 相关 函 数 相 类 似 的 性 质 ， 这 里 不 再 进行 
论证 。 

3. 谱 分 析 的 概念 

信号 x(n) 的 傅 里 叶 变 换 XCe”) 称 为 信号 的 频谱 。 从 频谱 的 角度 研究 信号 常常 能 够 提 
供 更 加 清晰 的 物理 特征 ， 为 分 析 信 号 的 本 质 特性 提供 了 有 力 的 工具 。 在 信号 分 析 中 ， 常 常 需 
要 从 频 域 的 角度 来 分 析 信号 的 特征 ， 一 般 把 这 类 分 析 称 为 信号 的 谱 分 析 。 除 了 从 幅度 谱 和 相 
位 谱 对 信和 号 进行 分 析 外 ， 常 常 需要 从 频 域 的 角度 来 分 析 信 号 相关 关系 特征 ， 主 要 有 能 量 谱 和 
功率 谱 。 

对 于 能 量 信号 前 面 已 经 证 明 ， 信 和 号 的 自 相 关 函 数 和 信和 号 幅度 谱 的 二 次 方 是 一 对 傅 里 叶 变 
换 ， 即 有 



























































r.(m) = | |2elo" dw 


es 
因此 
rn(0) = 元 | 总 (e”) ?dw 
而 x,(0) 三 > x (n), 故 有 
Y on) = | [x(eio) |2dw =E (8-46) 























式 (8-46) 正 是 帕 斯 瓦 尔 定 理 ， 它 说 明 ， 时 域 信号 的 总 能 量 正好 等 于 频 域 中 信号 幅度 谱 的 二 
次 方 在 -nm~7 区 间 的 积分 。 因 为 这 个 原因 ， 我们 把 |X(e”*) |? 称 为 信号 的 能 量 谱 。 
对 于 功率 信号 ， 自 相关 函数 定义 为 
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r.(m) = dim Xn)% (n—-m) 


1 
mo。 2NV+1 二 |， 
因此 

二 ~ 
r.(0) = dim 3 一 一 i x(n)*=P 
即 x.(0) 反映 了 信号 的 平均 功率 。 现 求 7， oe 1 :里 时 变换 得 





op 


有 r.(m)e om = 2 [lim 3 47 Te > x(n)x(n—m)]e eo" 
假定 上 式 一 致 收 钱 ， 则 可 以 交换 求 极限 和 求 和 的 ) 顺序 ， 得 


oo N 


区 时 这 之 x (n) [ 了 so 二 myJerion | 
今 n-m=k, 则 mm =n-k, 则 
5 a ee 之 x(n)e | > x(k)eiot] (8-47) 


一 般 来 说 ， 对 于 功率 信号 ， > (PRJ)e 的 极限 不 一 定 存在 。 为 此 , 令 xyw(n) 为 x(n) 的 


截断 信号 ， 即 有 加 
x(n) |n|<N 


XaN(n) = 0 [oles (8-48) 
则 有 
oo N 
> wn)ei” = > x(n)e 
因此 式 (8-47) 可 以 写 为 
>» r,(m)eie” = lim 和 二 > (nje mm [ x(k) eiot] 
四 (8-49) 
ny es [Xon(o®) 
若 式 (8-49) 右 端 的 极限 存在 ， 则 定义 
bY jw 2 


为 信号 x(n) 的 功率 谱 ， 由 此 可 得 


P(e?) = > mr(m)enion 
CE (8-51) 


1 fT™ . 
rm) 三 二 Pe ) edo 
式 (8-51) 称 为 维 纳 〈Wiener)- 辛 钦 (Khintchine) 定理 (8.2.3 节 中 有 详细 的 证 明 过 程 ) 。 
它 说 明 ， 信 号 的 自 相 关 函 数 和 信号 的 功率 谱 是 一 对 傅 里 叶 变 换 对 。 这 个 定理 在 信号 分 析 中 具 
有 十 分 重要 的 地 位 。 
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例 8-5 已 知 信号 x(n) 的 相关 冰 数 为 
a 0<|m|<N 

















Im|>N 


ri(m) = 
0 


试 求 功率 谱 P, (ej? )。 
oo N 
-jwom Im | —jom 
2 rmei = 3 (1 -er 


解 : P(ei®) = 5 
m= 一 oo m= —N 








到 7.(m) = 各 (m) * 名 (mm) ， 其 中 
yw 1 0< |ml< 祁 
7 VEE 
0 Im| Sh 
2 
而 
5 ( +1 ) 
入 思 ， N/2 Sin 7 0 
PP (en ) = >» fF (m)e eo” = > -jwm 
m= 一 oo m= 一 NAX2 sin @ 
2 
"| 
2 


so 
‘(elo =P? ei? ) = 
Pu(em) = 包 2(ei) | 


号 相关 函数 的 性 质 


8.2.2 离散 随机 信 
前 面 已 经 给 出 了 离散 随机 信和 号 自 相 关 函 数 的 定义 
N 
rx(ni 12 ) = ElX(ni)X(n,)| = lim LY (nm) (mm) (8-52) 
当 随 机 信号 为 平稳 随机 信和 号 时 
入 
ri(m) = EIX(n)X(n+m)| = lim Dn)iln +m) (8-53) 
wd =] 
当 信和 号 同时 又 为 各 态 遍历 信号 时 
rx(m) = Lm 377 > xin)x(n+m) (8-54) 
下 面 讨 YY i ee 
性 质 1: rx(0)ry(m)。 
证 明 : 由 于 EI[X(n) -X(n+m)] | 宇 0， 即 有 
El[X(n)] | -2E{X(n)X(n+m)| +E|[X(n+m)] |> 
由 于 信号 平稳 , 故 有 EI{[X(n)]”) =El[X(n+m)] ?| =rx(0), EIX(n)X(n+m)| =ry(m)。 


rx(0)=rx(m) 


代入 上 式 得 
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性 质 2: 对 称 性 
rr( —m) =rx(m) (8-55) 
证 明 : 根据 定义 rx( —-m) =E|[X(n)X(n-m)]|, 令 p=n-m, 则 n=p +m, 于 是 
rx(—m) =E|lLX(p+m)X(p)]| =rx(m) 

性 质 2 说 明 ， 平稳 随机 信号 的 自 相 关 函 数 是 m 的 偶 函 数 。 
性 质 3: 自 协 方差 与 自 相 关 函 数 的 关系 

ry(m) =cove(m) +1% (8-56) 
证 明 : covx(m) =E|[X(n) -ux|lX(n+m) -Kx | 

=EIX(n)X(ntm)| -px[ EIXC(n)| +EIX(n+tm)| |] +x 























=rx(m) -Mx 
故 有 
rx(m) =covx(m) 二 AM 
性 质 4: 极限 值 
rx(0) =Dx =E{X (n)| (8-57) 
lim rx lm) =M =E |X(n)| (8-58) 
证 明 : 式 (8-57) 显然 成 立 。 下 面 证 明 式 (8-58)。 
对 于 平稳 信号 ， 当 m 足够 大 时 ， 信 号 X(n) 的 状态 通常 相互 独立 ， 因 此 自 协 方差 函数 
满足 lim covx(m) =0。 由 式 (8-56) 有 
Dim ry(m) = 态 = 天 |X(n)| 


性 质 5: 自 相 关 函 数 乱 阵 的 性 质 

















令 目 相关 和 矩阵 为 
0) (1) (WD 
ee Wh Wh “rx( Ee (8-59) 
rx(M) rx(M-1) ~ rx(0) 
则 Ry 是 非 负 定 的 。 
证 明 : 设 4A= (ao Ql am ) 为 非 零 向 量 ， 则 


M MM 
ATRyA = >» Danar(m —-n) = 六 | X(n)X(m)) 


m0 m=0n=0 


M 
> ana Xn)X(m)}= a{> [a,X(n) ]*}= 


)n=0 


| 


m 


故 性 质 5 成 立 。 

自 相关 和 矩阵 的 非 负 定性 是 最 能 反映 离散 平稳 随机 信号 本 质 的 一 条 性 质 ， 在 信号 处 理 中 有 
着 重要 的 应 用 。 

最 后 简单 介绍 随机 信号 的 互相 关 函 数 概 念 。 对 于 两 个 随机 信号 X(n) 和 了 (z) ， 其 互相 
关 阴 数 定义 为 
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mmm) = IX Ya) = im mms) (8-60) 
当 X(n) 和 Y(n) 均 为 平稳 随机 信号 时 
ro(m) = EIX(n)Y(n+m)| = lim Dyn tm (8-61) 
0 由 有 
rr(m) = lim 57 7 i nn tm) (8-62) 


对 于 平稳 随机 信号 ， 互 相关 冰 he ee 性 质 . 
性 质 1: 对 称 性 


rxy(m) =ryx( —m) (8-63) 
性 质 2: 许 瓦 效 不 等 式 
[ryy(m) |s Vrx(0) Vrry(0) (8-64) 
性 质 3: 极限 值 
limryx(m) =E [X(n) EIY(n)) (8-65) 


以 上 几 个 性 质 的 证 明 同 自 相关 函 数 的 性 质证 明 过 程 类 似 ， 请 读者 自己 完成 。 
8.2.3 平稳 随机 信号 的 功率 谱 密 度 
前 面 已 指出 ， 对 于 各 态 遍 历 We 自 相关 函数 可 以 由 一 个 样本 信号 求 出 ， 
rx(m) = lim 517 7 -> xi(n)x(n+m) 


现 求 r.(m) 的 伟 里 叶 变换 。 Me ed ee x,(n) 不 满足 绝对 可 和 条 件 ， 
因此 做 一 截断 函数 





wn) |n|<M i 
x; (n) = 
2 0 n>M 


这 样 ，x;,,(n) 满足 绝对 可 和 条 件 ， 因 而 存在 传 里 叶 变换 


Xo ) = 。 > Xi (7 n)e me = be xi(n) ei" 


注意 到 w,(n) 是 随机 信号 XX(n wh 的 一 个 序列 样本 的 实现 ， 故 对 于 这 个 样本 ， 成 立 帕 斯 
瓦尔 定理 





























2 (eo) | da (8-67) 


由 于 X(n) 为 随机 信号， a ) 的 不 同 ， 式 (8-67) 右 端的 积分 也 会 不 
同 ， 其 结果 是 一 个 随机 变量 。 为 了 方便 ， 应 对 式 (8-67) 所 对 应 的 随机 信号 取 均 值 再 进行 分 
析 。 由 于 


1 M 
a m pl i 人 1 = lim 3 71 a 0 


M 
1 
= ln zh 1 2 Dr = Dx 


n=-M 
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lim 


1 mT 
dim EC + | Xon( 
和 若 上 式 右 端 积 分 号 内 的 函数 极限 存在 ， 和 定义 





. 2 1 TT El [Xm (ei®) <} 
| do) = 327 me 2M+1 


E| | Xo ) 2 





jo) = ]i 3 
Ce 5, 
则 有 
1 全 jw 
Dy 二 元 上 Pr(e ) dmw (8-69 ) 


Px(ei?) 称 为 X(n) 的 功率 谱 密度 函数 ， 简 称 功 率 谱 。 式 (8-63) 说 明 ， 随 机 信号 X(n) 的 
平均 功率 ( 均 方 ) Dy 可 以 用 功率 谱 Py(e*) 在 区 间 ( -mn，T7) 的 积分 来 表示 。 这 个 等 式 
说 明 ， 在 均值 的 意义 上 ， 随 机 信和 号 的 平均 功率 依然 满足 帕 斯 瓦 尔 定理 ， 这 也 是 Py(e*) 称 
为 功率 谱 密 度 函 数 的 原因 。 

根据 功率 谱 Py(e*) 的 定义 ， 容 易 证 明 Py(e%*) 具有 如 下 性 质 : 

1) Px(e*) 是 w 的 实 函 数 。 

2) 对 任意 ww 有 Py(ei*) ==0。 

3) 对 于 实 随机 信号 X(n) ， 其 功率 谱 为 w 的 偶 函 数 ， 即 有 Py(e-*) =Pv(eie) 。 

下 面 讨论 平稳 随机 信号 X(n) 的 功率 谱 Pu(ei) 和 自 相关 函数 rx (m) 的 关系 ， 即 维 纳 - 
辛 钦 定理 。 

维 纳 - 辛 钦定 理 . 平稳 随机 信号 X(n) 的 功率 谱 Py(e*) 和 自 相 关 函 数 rr(m) 是 一 对 
传 里 叶 变 换 对 ， 即 有 



































Px(e®) = >，rr(m)enion 
0 (8-70) 


rx(m) = 元 厂 Pr(ee)edw 
证 明 : 只 需 证 明 式 (8-70) 中 的 第 一 式 即 可 。 根 据 功率 谱 的 定义 式 (8-68) 有 


jw Eb{l Xu(e®)|} ElXu(e”)Xm (ele)| 
ae 2M +1 i 2M +1 








Ee 


M M 
bin 2 rE{[ 之 Xe][ > Xo) 


M M 
1 -jw(n—k) 
ET 之 2 Cn) 人 


7 = 一 MK =- 
记 m=n--k,，k=n--m， 则 由 于 X(n) 为 平稳 随机 信号 ， 因 此 有 
ElX(n)X(n-m)| =rx(m) 
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故 有 
M n+M 


Pe ss > rm)e 


im 一 一 一 一 
Me 2M 1,4 -Mm=n-M 


—j@wm 


到 1 pr —Jom 
Cs bs 2M + | } 


oo 


二 > rx(m)eio™ 


功率 谱 是 平稳 随机 信号 任意 两 个 状态 间 统 计 依存 关系 的 频 域 描述 ， 维 纳 - 辛 钦定 理 将 
平稳 随机 信和 号 的 功率 谱 和 自 相 关 函 数 联 系 了 起 来 ， 根 据 自 相 关 函 数 的 特性 可 以 大 体 估计 
功率 谱 的 特点 。 例 如 自 相关 函数 变化 较 快 时 ,说 明 信 和 号 的 相关 性 比较 弱 ， 则 功率 谱 高 频 
部 分 的 值 比 较 大 ; 而 功率 谱 在 某 频率 附近 有 明显 尖峰 时 ， 表 明 自 相关 函数 包含 有 该 频率 
的 周期 分 量 。 

例 8-6 已 知 平稳 随机 相位 正弦 信号 的 自 相关 函 数 为 ry(m) =A?cos(wom) (|wo|<7T)， 
试 求 功率 谱 Py (el? )。 

解 : 本 例 rx(m) 可 以 看 作 是 由 一 余弦 信号 抽样 所 形成 的 ， 其 包 络 线 为 一 周期 函数 。 直 
接 采 取 式 (8-70) 的 第 一 式 计算 Pr(ei”) 需要 求 无穷 级 数 的 极限 ， 比 较 麻烦 ， 本 例 采用 间接 
的 方式 来 求 。 由 于 














mn) = 二 | Pr(er) ede = 42cos(wom) = 4? ee We 
当 |wo| < 开 时 
三 6(w + 上 mwl)jeiomdw = eTioom 
故 有 


jwom —jwom 


rx(m) = A2 2 





5) + + on) led 
可 见 
Pr(e®) =m4[5(w 一 ao) +8(w+oo)] 
可 见 ， 当 自 相关 画 数 为 周期 信号 或 其 包 络 线 为 周期 函数 时 ， 其 功率 谱 为 具有 无 穷 目 值 而 
强度 一 定 的 冲 激 函 数 。 
类 似 地 ， 可 以 定义 两 个 平稳 随机 信号 X(z) 和 Y(n) 的 互 功率 谱 密 度 函 数 为 
EDw(e”)J2v(e”)} 


(ejio = ]i 
Pxy(e™) Lm FN 41 (871) 








且 有 


Pyy(el®) = >» ryy(m)e ie” 
1 三 一 0 (8-72) 


1 jw jom 
rxy(m) = | Pxy(e™ )e "dm 
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8.2.4 几 种 典型 的 随机 信号 


1. 高 斯 信号 


描述 信号 特征 的 所 有 概率 密度 都 满足 高 斯 分 布 的 随机 信号 ， 称 为 高 斯 信号 。 






































对 于 高 斯 信号 X(z) ， 定 义 均值 向 量 几 = (4 po pnw) ,p=EIX(n;)|, 记 X(n;) = 
Xi, X= (Xi XI et xN) ， 定义 X(n) 的 协 方差 矩阵 为 
cov(P ,1) cov(P ,2 ) … cov(ni,nw) 
ov Ras Ry 1 oF (8-73) 
COV(NNysNI) cov(Pvw 1 ) … cov(nw,nw) 


其 中 cov(n;, ni) =E|[X(n;) -Mi; | [LX(n) -Mx | | 为 X(n) 的 协 方差 函数 ， 则 XX(n) 的 V 





p(X1 ,Ya2 XN) = 、 eh (8-74) 
(2T) = 

从 式 (8-74) 可 以 看 出 ， 高 斯 信号 具有 如 下 特点 : 

1) 高 斯 信号 的 任意 维 概率 密度 函数 都 能 解析 表示 。 

2) 如 果 高 斯 信号 的 一 阶 和 二 阶 统计 特性 是 平稳 的 ， 即 EEX(n;)| =EIX(n)}， 
cov(m 由) =cov(m -mn)， 则 任意 维 概率 密度 函数 都 与 时 刻 无关， 即 高 斯 信号 是 严 平稳 
的 随机 信号 。 

3) 如 果 高 斯 信号 是 互 不 相关 的 ， 即 cov(m ,ny) =0(n 关 n,)， 而 cov(n,,n;) =o?， 则 

or I 区 三 pay 
(27)7 ral AT i=1 

































































二 





p(x N23 WN) 过 


即 X(n,) 相互 独立 。 

可 以 证 明 ， 高 斯 信号 的 线性 组 合 仍 为 高 斯 信号 。 

2. 白 噪声 信号 

噪声 信号 是 工程 中 常见 的 随机 信号 。 对 于 离散 随机 噪声 信号 ， 一 般 从 功率 谱 的 形态 进行 
分 类 。 功 率 谱 为 常数 的 离散 随机 信号 称 为 白 噪声 信号 。“ 白 ”的 概念 来 源 于 白色 光 的 频谱 ， 
即 白 噪声 信号 的 功率 谱 和 白色 光 信号 的 频谱 类 似 。 白 噪声 是 控制 工程 应 用 中 常 遇 到 的 随机 信 
号 之 一 ， 它 是 许多 相关 性 很 弱 的 随机 信号 的 一 种 理想 化 近似 描述 。 

白 噪声 的 频谱 和 自 相关 函数 分 别 为 












































Pr(ei) -= 
(8-75) Pp (ej®) 
_N . rx(m) 
ry(m) = 7 m) 2 和 
由 式 (8-75) 可 以 看 到 ， 当 m 关 0 时 ， 白 噪声 的 取 值 
总 是 不 相关 的 。 白 噪声 的 频谱 和 自 相 关 函 数 如 图 8-6 9 . 加 





所 示 。 图 8-6 白 品 声 的 频谱 和 自 相 关 函 数 
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在 实际 的 计算 机 仿真 过 程 中 ， 和 常常 用 一 种 伪 随 机 二 进 制 序列 一 一 M 序列 来 近似 模拟 白 
噪声 ， 在 信号 处 理 和 控制 工程 中 得 到 广泛 应 用 。 

3. 带 限 白 噪声 

理想 的 白 噪声 信号 事实 上 是 不 存在 的 ， 一 般 多 采用 带 限 白 噪 声 来 模拟 实际 的 噪声 信和 号 。 
带 限 白 噪声 是 由 白 噪 声 通过 一 个 理想 低 通 滤波 器 所 形成 的 噪声 信号 ， 也 称 为 低 通 白 噪 声 。 带 
限 白 噪 声 的 频谱 特性 为 














N 


| ~ lo|<ovw 
Pr(er)=(2 " (8-76) 
0 wo < lwo|<7n 
自 相 关 函 数 为 
rx(m) = 志 | Pr(e") erdo 
1 ro NN. woN sin(wom) WE) 
三 -全 = 一 ejomdmw = 
2T. -ol 2 2 看 wom 


由 式 (8-77) 可 见 ， 带 限 白 曲 声 在 m=0 时 相关 系数 最 大 ， 当 m 增 大 时 ， 其 相关 函数 的 
幅 值 |rx(m) | 逐渐 减 小 ，m 一 % 时 ，|rx(m) | 一 0。 这 样 的 情形 和 实际 情况 更 为 接近 些 。 带 限 
日 噪声 的 频谱 特性 和 自 相关 函数 如 图 8-7 所 示 。 








Px(ei®) ee 
VN ~ WOoN 
2 2T 
1 1 La 由 | 各 
-TT -@oO wo T 万 J a ol hh 








图 8-7 和 带 限 白 噪声 的 频谱 特性 和 自 相 关 函 数 

















4. 带 通 白 噪声 信号 
这 是 白 噪 声 通过 一 个 带 通 滤波 器 而 产生 的 随机 信和 号， 其 功率 谱 为 
N 
一 -2 | 
Re el ay 
0 其 他 





式 中 ，wo <min| (2,，T -2)。 自 相关 冰 数 为 

1 2 jw jw 

en 去 上 Pr(e )eiedo 
1 -人 -oo) WN 人 +o0 N gd 
= es 了 el dm + 人 pa dw | 
二 (8-79 ) 

三 j 3 Lsin( 20 + wo)m - sin((% - wo )m] 
sin( wom) 


.woN 
=] cos( (0m) 
T mwo 


可 以 看 出 ， 带 通 白 噪声 自 相 关 函 数 为 虚数 ， 这 是 由 于 功率 谱 必 须 为 实数 而 形成 的 一 个 结 
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事实 上 ， 实 际 存在 的 随机 信号 均 为 实 信 号 ， 而 对 于 实 信和 号， 其 自 相关 函数 必 为 实数 。 因 此 ， 
上 述 带 通 白 噪声 仅 具 有 理论 上 的 意义 。 带 通 白 噪 声 的 频谱 和 自 相关 函数 如 图 8-8 所 示 。 











Px(ei®) 


|rxCm) 
oN 
-x 


二 和 二 


o| 


图 8-8 带 通 白 吕 声 的 功率 谱 和 自 相关 函数 














8.3 平稳 随机 信号 通过 线性 离散 系统 


在 第 2 章 和 第 4 章 中 已 经 研究 了 线性 系统 对 任意 信号 作用 下 的 响应 。 当 确定 性 信号 x(n) 





通过 线性 系统 时 ， 其 零 状 态 响 应 y(n) 由 卷 积 和 描述 ， 得 
y(n) = 2 h(m)x(n-m) = h(n)*x(n) (8-80) 
用 z 变换 表示 为 
Y(z) =H(z)X(z) (8-81) 


或 采用 频率 特性 表示 为 
Y(eio) =H(ei? )X(ei®) (8-82) 

确定 性 信号 通过 线性 系统 的 示意 图 如 图 8-9 所 示 。 
通过 式 (8-80) ~ 式 (8-82)， 可 以 分 别 从 时 域 、z 域 和 频 _23 ES 
域 研究 线性 系统 对 于 任意 已 知 确定 性 信号 的 响应 。 当 随机 信 
号 作为 输入 信号 作用 于 一 个 线性 系统 时 ， 其 系统 的 响应 应 当 图 8-9 信号 通过 线性 系统 
如 何 分 析 ? 一 般 地 分 析 随 机 信号 通过 线性 系统 的 响应 是 比较 
复杂 的 ， 在 信和 号 处 理 的 应 用 中 ， 大 量 遇 到 的 是 当 平稳 随机 信号 作用 于 线性 系统 、 考 察 输出 信 
号 也 为 平稳 随机 信号 时 信号 的 一 些 统计 特征 分 析 ， 这 实际 上 相当 于 随机 系统 的 稳 态 分 析 。 

本 节 主 要 研究 当 平稳 随机 信号 统计 特征 已 知 、 该 随机 信和 号 通过 线性 系统 时 ， 其 输出 信和 号 
的 统计 特征 。 主 要 包括 输出 的 均值 、 方 差 、 自 相关 函数 及 功率 谱 ， 在 许多 情况 下 ， 还 关心 输 
入 与 输出 信号 的 互相 关 函 数 及 互 功率 谱 。 这 些 统计 特征 不 但 和 输入 信号 的 统计 特征 有 关 ， 而 
且 和 线性 系统 的 频率 特性 有 着 重要 的 关系 。 


8.3.1 输出 的 均值 


当 输 入 信号 为 平稳 随机 信号 X(n) 时 ， 输 出 信号 Y(n) 也 必 为 随机 信号 ， 式 (8-80) 转 
化 为 









































Yi(n) = > h(m)X(n-m) (8-83) 


1 二 一 0 


设 输入 信号 的 均值 EIX(n)1 =Ar， 现 求 输出 信号 的 均值 ， 得 
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Ly = ElY(n)| {> h(m)X(n—-m)} 
之 hm) EIX(n-m)| = px 之 hlm) 
由 于 
H(ei?) = 之 h(m)eio" 
故 有 加 
> h(m) = H(e?) = H(1) 
因此 得 络 


Y= H(1 x 
可 见 , 平稳 随机 信号 通过 线性 系统 后 ， 其 输出 的 均值 仍 为 平稳 的 。 


8.3.2 输出 的 自 相关 函数 和 功率 谱 密度 


下 面 研 究 输 出 信号 的 自 相 关 函 数 和 功率 谱 密 度 函 数 。 有 
ry(n,nt+m) = ElY(n)Y(n +m))| 








E{ | > h(Ek)XCn -Ek) 1[ > h(iDX(n+m-i)]} 


的 


= > De ee 


k=-%i=-% 


令 n-k=ni,， nt+m-i=n,+l, 则 7=mm + 天 一 1， 于 是 有 


ry(n,n+m) = 三 h(k) > h(i EIX(n)X(n +7)| 


1 = 一 oo 


2 h(k) > h(iri(m+k-i) = Dy h(k)g(m +k) 


式 中 


g(m+k) = dhlri(ntkh-i) =h(m+hk)*ri(m+k) 


1 = 一 oo 


再 令 m +=j， 则 有 =j 一 m， i 记 h(m) =h( -m)， 则 有 


ry(nn+m) = 之 hk)e(m+k) = 让 h(j — m)g()) 


k=-% 了 三 三 交 


op 


= 2 hl(m-j)g0) = g(m) *h(m) = g(m) *h(—m) 


显然 ,输出 信号 的 自 相关 函数 是 平稳 的 。 考 虚 式 (8-85) 得 
ry(m) =rx(m) *h(m) *h( —m) 


(8-84) 


(8-85) 


(8-86) 
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下 面 求 输出 信号 的 功率 谱 ， 对 式 (8-86) 两 端 取 傅 里 叶 变换 有 
Py(el®) =Px(el?)H(e?)H" (el) 
= |H(e?) | Pr(Cei) 
式 (8-87) 说 明 ， 输 出 信和 号 的 功率 谱 等 于 输入 信号 的 功率 谱 乘 以 线性 系统 的 频率 特性 幅 值 的 
二 次 方 。 
8.3.3 输入 -输出 的 互相 关 函 数 及 互 功 率 谱 


在 许多 情况 下 ， 不 仅 需要 了 解答 出 信号 的 统计 特征 ， 还 需要 了 解 输 入 信号 和 输出 信号 之 
间 的 相关 性 及 互 功 率 谱 。 本 小 节 对 这 个 问题 进行 讨论 。 
从 前 面 的 讨论 过 程 中 可 以 看 到 ， 当 输入 信号 为 平稳 随机 信号 时 ,输出 信号 也 是 平稳 信 
号 。 因 此 可 以 推 起 ， 输 入 -输出 的 互相 关 函 数 也 应 当 是 平稳 的 ， 根 据 互 相关 函数 的 定义 有 
ryy(m) = E{X(n)Y(n+m)| 


(8-87) 














yd 
k=-% 


呈 8-88 
> ACEEIX(Cn)X(n + mk)| ( ) 


k=-% 


> hpriCm—k) = ri(m) *h(m) 


k=-% 














对 式 (8-88) 取 傅 里 叶 变 换 有 
Pxy(el®) =Px(e®)H(e®) =H(e®)Px(e) (8-89) 
从 式 (8-89) 可 以 看 出 ， 对 于 平稳 随机 信和 号 作用 于 线性 系统 时 的 稳 态 响应 ， 其 输入 - 输 
出 互相 关 函 数 和 互 功 率 谱 的 计算 和 确定 性 系统 的 响应 特征 有 一 些 相似 性 ， 利 用 这 一 点 可 以 帮 
助 记忆 计算 公式 。 


8.4 随机 信号 处 理 的 应 用 


以 上 介绍 了 离散 随机 信号 的 基本 概念 和 性 质 ， 并 介绍 了 平稳 随机 信号 通过 线性 系统 后 的 
一 些 主要 统计 特性 的 计算 。 本 节 介 绍 随机 信号 处 理 的 一 些 应 用 事例 ， 这 些 例子 中 所 采用 的 基 
本 分 析 方 法 在 检测 技术 、 控 制 工程 等 领域 中 也 有 着 广泛 的 应 用 。 
8.4.1 线性 系统 对 白 噪 声 的 响应 

线性 系统 是 最 常见 的 信号 处 理 系统 。 在 信号 处 理 过 程 中 ， 待 处 理 信号 常常 混杂 有 噪声 ， 
因此 需要 了 解 噪声 通过 线性 系统 后 统计 特性 的 变化 情况 。 白 噪声 是 一 种 理想 化 的 噪声 ， 对 于 
白 噪声 通过 线性 系统 的 响应 统计 特性 分 析 是 信号 处 理 中 常见 的 分 析 任务 。 

例 8-7 已 知 一 个 滑动 平均 系统 的 输入 -输出 关系 为 

y(n) = 六 [zx(n) -xs(m-2)] 

输入 信号 X(n) 为 白 噪声 ， 且 有 jx =0，o =o， 试 求 Py(eio) 和 yy(m)。 
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解 : 输入 信号 为 白 噪 声 ， 且 已 知 wr =0,，o% =o ， 由 于 
ri(m) =EIX(n)X(n+tm)| 
故 
rr(0) =E{X (nn)} =0o% +u% =0° 
故 有 
ri(m) =a26(m) Pr(ee) =o2 
滑动 平均 系统 的 频率 特性 为 
Wo) TX) ZX)e 


ye XU) 





=3e (eb -ee) =e-i(o-3)sino 
得 
Py(el”) = |H(el®) [Px(e!®) =0” sin’w 
下 面 计算 ry(m) ， 得 
ry(m) 志 | Pr(e") edo 至 |e sin2w ) eio" dw 


1 fr 2 eo -2+erpo ， 
和 oo? 了 ejomdm 
Tn 二 


TY 


考虑 到 
『 jok go, = | k=0 
人 0 开关 0 
故 有 
2 
m=0 
ry(m) = | sin’w ) eiomdw = _ a2 
4 
0 其 他 





例 8-8 已 知 一 阶 递 推 滤波 器 的 差分 方程 为 
y(n) =ay(n—1) +x(n) 

设 输入 信号 X(n) 为 白 噪声 ， 其 数字 特征 为 jy =0，o% =o?， 试 求 输出 信号 Y(n) 的 自 相 
关 函 数 ry(m) 和 功率 谱 Py(ei®)。 

解 : 由 例 8-7 可 知 ,，rx(m) =o?6(m)，Px(e”) =o?。 下 面 求 r，(m)， 本 例 采取 递 推 
的 方式 ， 对 于 低 阶 递 推 滤波 右 ， 用 这 种 方法 求 输出 自 相关 函数 也 是 一 种 常用 的 方法 。 

ry(0) =EIY (n)| =El[aY (n-1) +X(n)]°| 
=aElY(n-1)) +E{X(n)| +2aEF|Y(n -1)X(n)) 

由 于 ry(m) =o*6(m)， 所 以 X(n) 与 X(n -1) 不 相关 ， 而 递 推 滤波 器 是 因果 系统 ，7(z -1) 
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只 与 X( -1),X(Oz-2),…,XC0) 相关 ,与 X(n) 不 相关 ， 故 
ElY(n-1)X(n)| = 








所 以 
ry(0) =ary(0) +rx(0) 
得 
rr(0 2 
et 0 


同 理 ， 由 于 ElY(n)X(n+1)| =0, 可 得 
ry(1) =ElY(n)Y(n+1)} =Elay (n) +Y(n)X(n+1)| 
=aE|lY(n)} +E{Y(n)X(n+1)| 





=ary(0) = 


一 般 地 
Imlo2 


1-a’ 





ry(m) = 
功率 谱 可 以 采用 维 纳 - 辛 钦定 理 计算 ， 即 
: 本 ce wmlr2 . 
Py(e®”) = > ry(m)e ”= > 人 人 


m=-% m=-% 1l-a 


但 由 上 式 直接 计算 功率 谱 较为 困难 ， 现 采用 随机 信和 号 通过 线性 系统 的 性 质 计算 Py( el” )， 
由 于 





H(e®) =H(z)| 


sot = a 
= 1 = 1 -ae 用 
1 


~ 1 -acosw +jasin@w 





故 有 


0g? 





Pp, jw = | jw 2Pp jw = 
4 (1 -acosw) +a’ sin’w 


输入 信号 和 输出 信号 的 自 相 关 函 数 及 功率 谱 如 图 8-10 所 示 。 


rx(m) Px(ei®) 
0 - 
O Lo) 


ry(m) 
C 


2/(1-c2) 








| 111， 加 
0 m 








图 8-10 一 阶 递 推 滤波 器 输入 信号 和 输出 信号 的 自 相 关 函 数 及 功率 谱 
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8.4.2 利用 互相 关 测定 系统 的 冲 激 响 应 及 系统 函数 


线性 系统 的 冲 激 响应 h(n) 及 系统 函数 H(ew) 可 以 反映 系统 的 本 质 性 能 ， 对 系统 分 析 具 
有 重要 意义 。 在 许多 情况 下 ， 需 要 通过 测量 来 获得 Anz) 或 有 H(e”*)。 获 得 h(n) 或 H(e*) 的 
基本 方法 是 系统 辨识 所 研究 的 内 容 ， 本 小 节 介 绍 以 白 噪 声 为 参考 输入 信号 利用 输入 -输出 互 
相关 函数 来 求 得 h(n) 或 (ew) 的 一 种 方法 ,这 是 在 线 系统 辨识 的 一 种 有 效 方法 。 

图 8-11 是 利用 互相 关 葡 数 测 定 h(n) 或 H(e”*) 的 原理 示意 图 。 设 线性 系统 的 输入 信号 


X(n) 为 自 噪声 ， 则 有 rx(m) = 他 6(m) ，Pr(em) = 他， 对 XCn) 和 Y(n) 做 互相 关 有 








Piy(e%) =H(eio) Py( ei) =3H(e) 
因此 
ry(m) =IDFT[ Pyy( ei?)] =3h(m) 


可 见 ， 当 白 噪 声 作用 于 系统 时 ， 通 过 互相 关 运算 可 以 得 到 系统 的 冲 激 响应 序列 (m) (与 白 
噪声 的 强度 成 正比 ) ， 再 通过 DFT 就 可 以 得 到 系统 函数 H( ei* )。 











图 8-11 利用 互相 关 测 定 线 性 系统 的 冲 激 响 应 和 系统 函数 
口 


在 实际 实现 中 ， 只 能 采用 具体 的 随机 序列 进行 系统 辨识 ， 这 需要 随机 信和 号 满足 各 态 遍历 
的 条 件 。 而 白 噪声 满足 这 一 条 件 ， 因 此 可 以 用 图 8-12 的 框图 来 实现 辨识 系统 函数 或 冲 激 
响应 。 







Zin)=yi(n)xi(n—m) 





站 
> ~H JO) 
取 平 区 2 有 


图 8-12 在 线 辨识 系统 函数 或 冲 激 响应 的 实现 框图 
从 图 8-12 可 以 看 出 ， 随 机 白 噪声 序列 x,(n) 经 过 延迟 器 后 ,得 到 x,(n -m) ， 和 白 噪声 
作用 于 系统 得 到 的 响应 y,(n) 相 乘 得 到 
zi(n) =yi(n)xi(n-m) 
由 于 X(Cz) 、Y(n) 均 为 平稳 信号 ， 故 有 
ElZ(n)} =ElY(n)X(n-m)} =EIX(n)Y(n+t+m)}| =rxy(m) 
而 和 (n)、Y(n) 均 为 各 态 遍 历 信号 ， 故 可 以 采用 一 个 样本 信号 做 时 间 平 均 来 代替 统计 平均 ， 
在 图 8-12 中 ， 采 用 低 通 滤波 器 (LPF) 做 时 间 平 均 ， 即 
zi(n) =E|IX(n)Y(n+t+m)| =rry(m) 
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当然 ， 低 通 滤波 絮 的 输出 z,(n) 还 含有 一 定 的 高 频 分 量 ( 即 随机 噪声 ) ， 不 过 只 要 滤波 吉 
高 频 衰减 足够 ， 就 可 以 认为 滤波 器 的 稳 态 输出 和 (mm) 成 正比 。 改 变 延 迟 器 的 延迟 步 数 mm， 
就 可 以 得 到 有 h(m) 序列 。 存 储 足 够 的 h(m) 数据 ， 通 过 FFT， 就 可 以 得 到 有 Cei” ) 。 
8. 4.3 ”最 小 均 方 估计 一 一 维 纳 滤波 

在 实际 信号 处 理 中 常常 需要 研究 在 噪声 干扰 下 的 有 用 信 XD | yn 
号 的 提取 问题 ， 这 是 随机 信号 处 理 的 一 个 基本 问题 。 考 察 一 
个 信号 处 理 系统 ， 设 系统 如 图 8-13 所 示 ， 其 输入 信号 为 

X(n) =S(n) +N(n) 

式 中 ，S(n) 为 平稳 随机 信号 ; N(n) 为 均值 为 零 的 噪声 信号 (不 必 一 定 为 白 噪声 信号 )。 
系统 的 输出 信号 为 








图 8-13 ”信号 处 理 系 统 





Y(n)=S0(n) +M(n) 
式 中 ，So(n) 为 有 用 的 输出 信号 ; M(n) 为 输出 的 噪声 信号 。 对 信号 处 理 系统 提出 如 下 要 
求 : 设计 H(ei*)，, 使 得 Y(n) 与 S(n+no) 的 均 方 误差 最 小 , 或 者 说 是 在 均 方 意义 上 的 最 
好 估计 。 
如 果 m >0， 则 称 五 (ei*) 为 预测 滤波 器 ， 此 时 Y(n) 是 5S(n) 的 未 来 值 估计 ; 
如 果 m <0， 则 称 (el*) 为 平滑 滤波 器 ， 此 时 Y(n) 是 S(n) 的 过 去 值 估 计 ; 
如 果 no=0， 则 Y(n) 是 SCz) 的 即时 值 估计 。 
一 般 来 说 ,，Y(n) 与 S(n+no) 不 同 ， 定 义 两 者 的 误差 为 
s(n) =S(n+no) -YY(P) 
s(n) 可 能 有 正 有 负 ， 故 取 其 二 次 方 有 





22(7) 三 0 
对 其 取 均 值 有 
Ele(n)| =E{[S(n+no) -区 nm)] | 
=ElS (n+tno)| +EIY(n)| -2E|S(n+no)Y(n))} (8-90) 
=rs(0) +ry(0) -2rys( no) 
将 rs(0)、ry(0) 用 功率 谱 表 示 为 


1 sr 本 
rs(0) = 2) Ps(e*) do 


1 [7 1 [7 | 
mr(0) = 去 上 Pyle)do = 去 上 Eee)PPr(e)do 


rys(no) = ElS(n + no)Y(n)) 


= E{S(n+no)|[ > h(m)X(n—-m)]} 


m=—-% 


= > h(m)ElS(n +no)X(n—m)| 


m= —% 
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>» h(m)rsx(m + no) 


= > h(m) [去 厂 Psx (el*) eetm) qo | 


1 jw jon < i 
= 去】 Px(e )el of > h(m)eiom] dow] 


1 二 jw -jw jon 
三 27 | P(e )H(e-i? )eiorndew] 


设 H(e%)=|H (e*)le?(®), 则 H(e)=|H (oe) le Yn), 仿 





Psx(el*) = |Psx(el?) |ei4t®) (8-91) 
则 有 
1 六 jo 交 jo 
Ele (n)| Dp LPsle ) + |H(el®) [Px(e™) (8-92) 
pe) |Pox( ei?) | |H(eie) |ejl4(%) ~¢(%) tono] ]dw 
注意 到 |e?(n)| 为 实数 ， 自 功率 谱 均 为 实数 ， 则 有 
P(w) =A(w) +mwno (8-93 ) 
将 天 se (az)} 进 Sn 
加 ; IPsx(el®) | | | |Psx(e) | 
> 1 BR ojo 志 SX 
sl = 吉 +P [laen) 1- | ee 
由 此 可 得 
jw 1 Psr(e) | 
IH(e ) -Pa (8-94) 
时 , Ele?*(n)| 取得 最 小 值 。 因 此 最 小 均 方 滤波 器 的 频率 特性 
jw [Pox (el ) | j[4(o) +wno] 
H(e!®) = -paw) ° Coe) (8-95) 
如 果 还 满足 S(n) 与 N(n) 不 相关 的 条 件 ， 则 
Px(e®)=Ps(e®) +Pw(e) 
Pxs(el®) =Ps(el®) 
此 时 
Heio) = se ) oom (8-96) 


Po(e) + Pe) 
例 8-9 已 知 随机 信号 满足 递 推 方程 
S(n) =0.5S(n-1) +v(n) 
其 中 ,vwv(n) 为 均值 为 0、 方 差 为 0.2 的 白 品 声 。 观 测 信和 号 为 
X(n) =S(n) +e(n) 
其 中 e(n) 为 均值 为 0、 方 差 为 1 的 白 品 声 ， 试 求 维 纳 滤波 各 的 频率 特性 
解 : S(n) 实际 上 是 白 噪 声 作 用 于 一 阶 递 推 滤波 絮 后 的 输出 信号 ， 由 例 8- 8 的 结果 可 知 
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0.2 
(1 -0.5cosw)? +0.25 sin2mw 


由 于 e(n) 为 白 噪 声 , 故 e(n) 与 SCn) 不 相关 ， 则 
Pr(ei) = Ps(ei) +Pu(eio) = 


Ps(e®) 





0.2 了 
(1 -0.S$cosw)“ +0.25 sin2mw 
_0.2 + (1—0.5Scosw)” +0.25 sin’w 
(1 -0.5cosw)? +0.25 sin2mw 
因此 ， 维 纳 滤波 器 的 频率 特性 为 
Ps(e") jiom - 0.2 
Ps(e®) + Pn(el®) 0.2 + (1 -0.S$cosw)” +0.25 sin2mw 
如 果 no =0， 即 维 纳 滤波 器 是 对 信号 的 即时 值 估 计 ， 则 
0.2 
0.2 +(1-0.5cosw)? +0.25 sin’w 
需要 说 明 : 外 维 纳 滤波 器 仅仅 适用 于 平稳 随机 信号 的 估计 ; @ 维 纳 滤波 器 的 设计 需要 知 
道 被 估计 信号 的 功率 谱 密度 (或 相关 函数 ) 等 先 验 知识 。 
以 上 讨论 的 维 纳 滤波 器 设计 没有 考虑 频率 特性 的 可 实现 性 问题 ， 对 于 实际 的 滤波 器 来 说 ， 
如 果 考 虑 可 实现 性 ， 可 以 采取 第 5 章 中 数字 滤波 器 的 设计 方法 来 近似 实现 维 纳 滤 波 器 ， 也 可 以 
直接 设计 具有 因果 性 的 维 纳 滤波 器 。 关 于 因果 维 纳 滤波 器 的 设计 问题 ， 读 者 可 参阅 文献 [13]。 


8.4.4 卡尔 曼 滤 波 


维 纳 滤波 器 是 随机 信和 号 处 理 中 比较 重要 的 滤波 器 ， 其 核心 是 通过 滤波 器 后 的 信号 与 原始 
信号 中 的 有 用 信号 的 均 方 误差 最 小 。 但 是 维 纳 滤波 器 仅 适用 于 平稳 随机 信号 的 处 理 。 当 随机 
信号 是 非 平稳 的 ， 而 统计 特征 随时 间 变 化 较为 缓慢 时 ， 可 以 采用 一 种 自 适 应 维 纳 滤 波 的 递 推 
方法 上 。 但 是 当 非 平稳 信号 的 统计 特征 随时 间 变 化 较 快 时 ， 维 纳 滤波 的 方法 就 难以 使 用 ， 
卡尔 曼 (Kalman) 滤波 就 是 为 解决 非 平 稳 信 号 处 理 而 提出 的 一 种 有 效 方法 。 

在 许多 情况 下 ， 非 平稳 随机 信号 的 运动 规律 是 可 以 显 式 得 到 的 ， 即 数学 模型 已 知 ， 通 常 
这 种 数学 模型 表示 为 状态 方程 的 形式 ， 在 这 种 情况 下 ， 对 于 随机 信号 的 估计 就 转变 为 由 已 知 
观测 数据 估计 状态 方程 中 的 当前 状态 ， 称 为 状态 估计 。 

首先 简单 介绍 状态 方程 的 概念 。 以 差分 方程 引入 对 应 的 状态 方程 ， 设 差分 方程 为 

x(k) tavx(k—o1) taw_x(k -2) + tar(k—N) =w(k) 
令 x (Kk) =x(k-N), x (hk) =x(k-N+tl),, xy(k) =x(k-1)， 则 
Xi (k+l) =x (hk) ,x k+l) =r3(k) ,ee ,xvi1(k+1) =xn(k), 








ejwno 


H(ei?) = 











H(ei®) = 
































xv(k+1) = ~avx(k -1) -avy_ x(k -2) -axr(k-N) +w(k) 
写 为 矩阵 形式 得 
xi(k+1) 0 1 0 i 0 x1(k) 0 
x (k+l1) 0 0 1 5 0 x (k) 0 
E = : : : : +| : wl(k) (8-97) 
xv_1(k+1) 0 0 0 Wg 1 xw_1(k) 0 
zn(k+1) ) Nm Tm 0 ON wn(k) 
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简 记 为 
Xir1 = AX, + Bw (8-98) 
式 (8-98) 称 为 离散 形式 的 状态 方程 ， 其 中 XX; 称 为 状态 向 量 ，wi 为 输入 量 ，4 为 N x NWN 常数 
和 矩阵 ，B 为 常数 向 量 ， 其 具体 含义 见 式 (8-98 ) 。 
对 于 一 般 的 非 平稳 信号 ， 可 以 将 其 数学 模型 写 为 


Xr1 = AX + Wi 











8-99 

Yi = CeriXe + Vi . 

这 里 X= (x1(k) x2(k) … xw(k))" 为 状态 向 量 , Y= (yk) yo(k) yxu(k)) 
为 观测 向 量 ， W, = (wi (k) 202 (k) pe wn(k)). Vi = (vi (k) v (k) es vy(k) ) 7 为 


噪声 向 量 ，4 为 NxWN 时 变 矩 阵 ，C, 为 MxNWN 时 变 和 矩阵 。 式 (8-99) 的 第 一 式 称 为 状态 方 
程 ， 第 二 式 称 为 观测 方程 ， 它 描述 了 非 平 稳 信 号 的 最 一 般 的 情形 ， 比 由 差分 方程 导出 的 状态 
方程 式 (8-98) 的 适用 面 更 广 。 

已 知 式 (8-99) 和 样本 观测 数据 了 ,Yx_1 ,了 _，,…， 求 随机 样本 信号 XX 的 估计 值 闷 ， 称 
为 状态 估计 。 式 (8-99) 又 可 写 为 


全 =AjXi_1 + Wi (8-100) 


Y, = CX, +V, 
状态 估计 的 问题 : 假定 4;、Gi 已 知 ， 如 何 根据 上 一 时 刻 的 估计 值 X_， ， 根 据 观测 值 部 
得 到 当前 时 刻 的 状态 估计 值 总 。 
如 果品 声 WW 和 为 0， 可 以 很 方便 地 得 到 当前 时 刻 状 态 估计 值 总 和 观测 值 估计 名 ， 即 


Ve Ade- (8-101) 





六 = Ci = CiAsXi 1 
实际 上 ， 噪 声 WW, 和 WV 不 为 0, 设 此 时 实际 观测 值 与 估计 值 ;之 间 存在 误差 
AY, =Y, -Y, (8-102) 
AY 中 包含 了 噪声 机 和 WV 的 影响 ， 称 为 新 息 。 再 对 新 息 AY, 乘 以 一 个 修正 矩阵 H,， 利 用 
它 代替 凤 来 对 总 进行 估计 ， 得 
X=AX, + 机 A7 =AX, 1 +H(Y, -CAX,i) (8-103) 
根据 式 (8-103) 可 以 得 到 卡尔 曼 滤 波 的 一 步 递 推 
模型 如 图 8-14 所 示 。 
在 推导 卡尔 曼 滤波 算法 时 ， 通常 有 以 下 假设 : 
1) 了 下 和 了 友 均 为 零 均 值 白 噪声 ， 即 
E| W,| =0,E| W, Wi | = Ql6g; 
El Vi | =0,E| VV | = Qor6; 
其 中 0 为 对 称 半 正定 矩阵，@Ox 为 对 称 正 定 和 矩阵 ， 而 









































图 8-14 卡尔 曼 滤 波 的 一 步 递 推 模 型 





第 8 章 ”随机 信号 处 理 ,161 





式 中 ，7 为 单位 矩阵。 

2) 过 程 噪声 WW 和 观测 噪声 Vi 不 相关 ， 即 

ElW.V) =0 

对 所 及, j 成 立 。 

3) 初始 状态 向 量 和 是 随机 向 量 ， 且 与 WW 和 Vi 不 相关 ， 即 

E|XoWi | =0， 人 4 =0 

以 上 条 件 ， 多 数 工 程 应 用 中 所 遇 到 的 信号 能 够 满足 。 

由 式 (8-103) 得 














总 Sa + HiAY: =ApXi 1 + HCY -Ci 
二 (IT— HiCi)AX i + HiCrArXr -1 + HiCe Wy + HeVs 
注意 ， 式 (8-104) 右 端 变量 中 ，H、Ci、4i 为 已 知 和 矩阵 ，W_1 及 Vi 为 噪声 ， 而 变量 表示 为 
上 一 步 迭 代 的 状态 估计 数值 .1 及 状态 X,_1， 其 意义 为 依据 上 一 步 的 状态 估计 及 状态 值 来 
估计 下 一 步 的 状态 。 
记 AXi = 总 - 率 为 状态 预测 误差 向 量 ， 卡 尔 曼 滤波 器 设计 的 任务 是 找到 合适 的 修正 矩阵 
有 ; ， 使 得 AXi 在 均 方 误差 的 意义 下 为 最 小 。 由 式 (8-104) 有 
AX, = -X= (THC,) AAX, 1 + (THC,) Wr +H,V, (8-105) 
均 方 误差 矩阵 为 
E|AX,AXE| =EI[(T-H,C:)AAX, 1 + (IT- HiCy) Wi + HeV,] 
[(T—-HC,)AAX, 1 +(T-HC,) Wi +H,V,] "| 
=(T-H,C) [LAEIAX; 1AXE 1 AR + EW We (I- HC;)” 
+H,EIV. VIH 





为 方便 起 见 ， 令 8 =AX;， AX, = 和 —X,， 则 


E|AX,AXT| =E|[ (A,X,_1 + Wi) -47 1 LAX + W, ) = 


(8-106) 
=A,E|AX,_1AXE 4 二 五 | Wl| 
注意 到 {Wi _1 Wei| = OQ-1, El VV | = 24， 则 
E|AX,AXT} =(T-H,C,)E|IAX,AXTI (IT- HC,)T + H,QuH! (8-107) 


邻 ej =E|AX,AXT| ，Z 4 =E|AX,AXT} ， 它 们 分 别 是 误差 AX, 和 和 AZ 的 均 方 矩阵 。 根 据 均 
方 抢 阵 的 性 质 显然 有 sy = 21， 于 是 有 
er =(T- HC) 2,(T- HC,) +H,QuH (8-108) 
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21=Aer -1A + Qi (8-109) 

式 (8-108) 、 式 (8-109) 就 是 状态 向 量 一 步 预 测 误差 的 迭代 公式 ， 只 要 给 定 状 态 方 程 、 

量 测 方程 、 初 始 向 量 和 噪声 的 特性 ， 就 可 以 反复 迭代 利用 一 步 预测 得 出 误差 的 均 方 矩阵 迭代 
值 。 现 在 需要 确定 如 何 选 定 Hi 使 得 均 方 误差 为 最 小 。 令 
Cp ErCh + Qi = SSk 











U, = 1Ct = 2,Ct 
则 
e; = (I -HiC:;) si(T -HC)™ + Hi Qo HE 
= 2 -HUr -UH + H,S,SIHL 

整理 得 

ep = Ep— Ur (SSE) Up + [HS -CS LS ~ Us (SE)  ] (8-110) 
从 式 (8-110) 可 以 看 出 ， 如 果 及 5S; - U (ST) -1 =0， 则 均 方 误差 可 以 取得 最 小 值 ， 因 此 得 
到 最 小 均 方 意义 下 的 误差 修正 矩阵 友 为 

H;=U, (SiSE) = ECE (CréerCE + QF) (8-111) 

由 以 上 讨论 得 到 卡尔 曼 滤 波 的 迭代 公式 为 
Ep =Arer 14 + QO1 
Hi= 2Ci(CrECE +Q1) 


名 (8-112) 
er = (I -HC) ar(T-H,C,)! + HQ HE 





总 二 + 有 (六 -Ci 

只 要 给 定 初始 状态 、 观 测 值 和 噪声 的 统计 特性 ， 就 可 以 采用 式 (8-112) 逐步 迭代 ， 得 
到 最 小 均 方 意义 下 的 状态 估计 。 由 于 A;、Ci 为 可 变 和 矩阵 ， 因 此 卡尔 曼 滤 波 不 但 适合 于 平稳 
信号 ， 也 适合 于 非 平稳 信号 。 


本 章 小 结 


对 于 随机 信号 ， 相 关 和 谱 分 析 是 信号 分 析 人 处 理 中 的 重要 概念 和 手段 。 相 关 是 在 时 域 中 研 
究 两 个 信和 号 或 信号 自身 的 相互 关联 关系 ， 谱 分 析 是 在 频 域内 研究 信号 的 特征 。 本 章 首 先 介绍 
了 相关 函数 的 定义 和 基本 性 质 ， 介 绍 了 随机 信号 的 功率 谱 密度 概念 ， 论 证 了 功率 谱 密 度 和 相 
关 函 数 之 间 的 联系 。 这 些 内 容 对 于 随机 信号 的 分 析 具 有 重要 意义 。 接 下 来 研究 了 平稳 随机 信 
号 通过 线性 系统 时 ， 其 输出 信号 的 均值 、 方 差 、 自 相关 函数 及 功率 谱 等 统计 特征 。 最 后 介绍 
了 随机 信和 号 处 理 的 一 些 应 用 事例 ， 包 括 白 噪声 通过 线性 系统 的 响应 统计 特性 分 析 、 以 白 噪 声 
为 参考 输入 信号 通过 测量 来 获得 系统 单位 抽样 响应 或 频率 特性 的 在 线 系统 辨识 方法 ， 这 些 例 
子 中 所 采用 的 基本 分 析 方 法 在 检测 技术 、 控 制 工程 等 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 。 维 纳 滤波 需 是 
随机 信和 号 处 理 中 比较 重要 的 滤波 器 ， 其 核心 是 通过 滤波 器 后 的 信号 与 原始 信号 中 的 有 用 信和 号 
的 均 方 误差 最 小 。 但 是 维 纳 滤波 器 仅 适用 于 平稳 随机 信号 的 处 理 ， 若 随机 信和 号 是 非 平稳 的 ， 
但 其 数学 模型 已 知 ， 可 以 采用 卡尔 曼 滤 波 。 






































第 8 章 ”随机 信号 处 理 ,163 





习 题 


8-1 已 知 离散 随机 信号 Xz) ， 各 次 采样 值 相互 独立 ， 都 是 均值 为 3、 方 差 为 1 的 高 斯 
分 布 。 设 














Y(n) = 却 [X(n) +X(n -1)] 


Z(n) = 地 [X(n) -X(n -1)] 


试 求 Y(n) 和 2Z(z) 的 均值 、 方 差 和 概率 密度 函数 。 

8-2 已 知 离散 随机 信号 X(n)， 各 次 采样 值 相互 独立 ， 且 均匀 分 布 于 -1 与 +1 之 间 。 

(1) 试 求 X(n) 的 均值 和 方差 ; 

(2) 设 Z(n) =X(n) +2X(2-1) +Xz-2); 试 求 Z(n) 的 均值 、 方 差 和 自 相 关 函 数 。 

8-3” 设 离散 随机 信号 为 X(n) =a +bn， 其 中 4 和。 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 其 均值 为 
Ws =0.5, 1 =1, 方差 为 o? =1，0o? =2， 试 求 X(n) 的 均值 函数 x(n)、 方 差 函 数 o%(n) 
及 自 相 关 函 数 rr(m ，m +m)。 

8-4” 设 离散 随机 信号 为 X(n) = acos(owiz) +bsin(wyn)， 其 中 a 和 6 是 相互 独立 的 高 斯 
随机 变量 ， 其 均值 为 j,、j,， 方 差 为 os、o%?， 试 求 X(n) 的 均值 函数 jy(n)、 方 差 函数 
o%(n) 及 自 相关 函数 ry(nj, nj +m)。 

8-5 已 知 某 一 阶 递归 系统 的 差分 方程 为 

y(n) -0.5y(n—-1)=x(n) 

设 输入 信号 X(n) 为 平稳 随机 信号 ， 其 自 相关 函数 为 ry(m) = oze-8l"1， 试 求 输出 信 
号 Y(n) 的 自 相 关 函 数 ry(m) 和 功率 谱 Py(ei*)。 

8-6 已 知 某 一 阶 递归 数字 滤波 器 的 差分 方程 为 

y(n) +ayr(-1) =x(n) +bx(n-1), 其 中 |a| <1, az#b, 输入 X(n) 均值 为 0、 方 差 
为 o3 的 白 曝 声 , 试 求 ry(m) 和 Py(ei*)。 

8-7 已 知 革 线 性 离散 系统 的 输入 信号 功率 谱 为 Pt( ee) = Js5 4 ， 要 求 系统 输出 信 
号 的 功率 谱 为 Py(e”*) =1， 试 求 该 系统 的 系统 函数 太 (z) 和 频率 特性 H(ei*)。 

8-8 某 一 混 有 噪声 的 随机 信号 XCz) =S(n) +N(n), 其 中 S(n) 为 有 用 信和 号,，N(n) 
为 噪声 。 设 S(n) 和 N(n) 相互 独立 ， 其 功率 谱 分 别 为 Ps(e*) =sin?w，PNw(ei”) = 要 
求 设计 一 个 滤波 器 A(e?) =C sinzo， 其 中 C 是 比例 因子 ， 为 常数 。 试 确定 C 使 得 滤波 器 输 
出 Y(n) 和 有 用 信号 S(n) 的 均 方 误差 为 最 小 。 

8-9 ” 设 X(n) 为 均值 为 0、 方 差 为 o% 的 白 噪声 ， 将 其 作用 一 个 单位 抽样 响应 为 h(n) 


的 线性 离散 系统 ， 设 系统 的 输出 为 Y(n) ， 试 证 明 : 
(1) EIX(n)Y(n)| =oxh(0); 

















(2) o% = 0% > h(n), 


n=-% 


第 9 章 功率 谱 估 计 


9.1 功率 谱 估计 的 基本 概念 


前 面 已 经 给 出 了 离散 平稳 随机 信号 功率 谱 密度 〈 以 下 简称 为 功率 谱 ) 计算 的 基本 公式 
P(ei?) = > r(m)e-io™ (9-1) 


Et | Xone ) | 
2M +1 
无 论 采 用 上 述 哪 一 个 公式 计算 功率 谱 ， 都 需要 计算 无 穷 多 数据 ， 在 实际 操作 中 这 是 无 法 
实现 的 。 在 工程 实际 中 ， 我 们 只 能 根据 测量 到 的 有 限 数据 对 功率 谱 进 行 估计 。 为 了 改进 估计 
的 质量 ， 人 们 提出 多 种 方法 ， 由 此 形成 了 数字 信号 处 理 的 一 个 极其 活跃 的 研究 领域 。 
9.1.1 估计 的 质量 评定 
对 于 随机 信号 ， 一 般 采 用 单个 样本 的 有 限 长 序列 对 其 进行 功率 谱 估计 。 这 实际 上 隐 含 了 
随机 信和 号 是 各 态 遍历 的 平稳 随机 信号 的 假定 ， 若 9 是 随机 信号 X(n) 的 某 个 参数 ， 则 其 估计 
量 6 是 随机 信号 X(n) 在 0<n<N-1 内 X(n) 的 函数 ， 即 有 
O=F(x,(0) ,x,(1) ,x (N-1)) (9-3) 
应 当 注意 ,6 也 是 一 个 随机 变量 ， 它 的 概率 密度 函数 与 p(60) 与 X(n) 及 F(. ) 的 概 
一 个 估计 的 质量 通常 用 下 面 三 个 指标 来 衡量 : 无 偏 性 、 有 效 性 和 一 致 性 。 
1. 无 偏 估计 
车 9 是 随机 信号 X(n) 的 某 个 参数 ， 则 其 估计 量 为 6， 设 估计 值 和 真 值 的 偏差 为 
B=0-E!0| (9-4) 
则 当 B=0 即 E160) =0 时 , 称 6 是 9 的 无 偏 估计 。 
例 9-1 设 X(n) 的 均值 为 EI{X(n)| =a， 则 算术 平均 值 


二 1 VN 
XT(n) = 二 之 天 (7 
| 





P(ei" ) = lm (9-2) 











是 a 的 无 偏 估计 。 
事实 上 ， 由 于 


N 
ElY(n)| $x) = HE EIXO)| 


1 
= 一 Na =w 
N 
故 有 上 述 结论 。 
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例 9-2 设 EIX(n)) =a， 则 
= VN 
BIT(n)} = B{ [SD x(n)] | 
| 
不 是 a? 的 无 偏 估计 。 由 于 


Or =E|I[X-E|IXI]| =E|X -2XE|X| +a’| 


=E|IX} -oa? 
所 以 
EIX| =a +o% #0 
记 X(n) 的 方差 为 
DIX(n)| =EI[X(n) -EIX(n)1 = 


则 
DIcX(n)} =El[cX(n) -ElcX(n)} 1] |) =c DIX(n)| 
因此 
六 | 守 F 宇 D(x}= ;> DIX(n)| = 条 = 吃 
所 以 
a oo? 
E|X?| re 
可 以 看 到 ， 算 术 平 均值 的 方差 要 小 于 原 随 机 信和 号 的 方差 。 这 表明 算术 平均 值 是 一 个 很 好 的 无 
偏 估计 。 
下 面 讨 论 方差 的 估计 。 仿 照 方差 的 定义 ， 首 先 定义 
1 < 到 
5 = 站 本 [X(n) -~ X]? (9-5) 


其 意义 是 随机 信号 减 去 算术 平均 值 后 ， 其 二 次 方 的 算术 平均 值 。 从 形式 上 看 ， 它 和 方差 的 定 
义 有 些 相 近 。 下 面 研 究 s? 和 XX(n) 方差 的 关系 ， 看 看 它 能 否 作 为 X(n) 方差 o7 的 一 个 合适 
的 估计 。 有 








2 [LX(n) 6) = (TT 


= EL) -0)? + (Ta)? -2(X(n) -a) (Xa)] 


-Re A 
-WN n a a NO n a a 


| 


1 < 去 a 
= 2 (Xn) =0)* + (T=0) = (=a)(NT = Na) 


z=] 


N 
= HY Xn) -0)? (Xa)? 
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由 于 DIX} =El[ 对 -ElX}]?| = 千 , DIX(n)} =o?， 所 以 
El?} = TEEIL(X(n) -a) - (TY -a)]’| 


N N 
= TEIXn) ~ all + El- al -2(F-a)Bl Xn) -al 
六 二 











N 
= HEILX(n) - ol? - El(X -a)’) 
有 | 
1 < ao N-l 
0 
可 见 
[| =0? 
如 果 定 义 方差 的 估计 为 
_ 1 亡 二 
| (9-6) 
则 
天 13 = (9-7) 
故 5? 是 方差 的 无 偏 估计 。 
2. 有 效 估 计 
设 0、 久 都 是 9 的 无 偏 估计 ， 如 果 
DI0| <D{6,} (9-8) 
则 称 6 比 6 有 效 。 如 果 存 在 6， 使 得 对 9 的 任意 无 偏 估计 0, 都 有 
DI0| <D|0.,| (9-9) 





则 称 6 为 9 的 有 效 估计 。 有 效 估 计 又 称 为 最 小 方差 估计 。 
例 9-3 可 以 认为 X(n) 本 身 就 是 1X} 的 一 个 估计 ， 由 于 


ElIX(n)|} =a, EI|X| =a 


故 它们 都 是 无 偏 估计。 但 是 DI 了 | = 二 ,DIX| = 


DIX}<DIX 
即 X 比 和 有 效 。 
3. 一 致 估计 
上 面 所 提 到 的 各 种 估计 实际 上 与 样本 数 V 有 关 ， 可 以 将 其 估计 记 为 0,。 我 们 希望 随 着 
样本 数 的 增 大 ， 估 计 也 越 来 越 准确 ， 于 是 提出 了 一 致 估计 的 概念 。 
如 果 No 时 ，60 依 概率 收 全 于 9， 即 对 于 任意 给 定 的 一 个 正 数 s 有 
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JimP(1ev -9|<e) =1 (9-10) 


则 称 欠 是 9 的 一 个 一 致 估计 。 

在 工程 应 用 中 ， 直 接 采 用 上 述 定义 来 判断 9 的 一 个 估计 所 是 否 一 致 估计 有 一 定 困难 。 
因此 常常 采用 下 面 的 条 件 来 判断 : 

设 站 是 6 的 一 个 估计 ， 且 有 





(1) limE 10 | =0 (9-11) 
(2) limE |[Ov-E 101]*| =0 (9-12) 


则 尔 是 9 的 一 个 一 致 估计 。 
9.1.2 随机 信号 的 模型 


埋 号 模型 就 是 将 任意 一 个 随机 信号 看 作为 一 个 白 噪 声 经 过 一 个 数字 滤波 器 所 形成 的 随机 
序列 ， 如 图 9-1 所 示 。 这 样 就 将 一 个 随机 信号 特征 的 研 
究 转 化 为 数字 滤波 器 的 参数 及 频谱 特性 的 信号 模型 研 。 wa 0 
究 ， 通 过 对 信号 参数 模型 的 研究 ， 可 以 使 我 们 对 很 多 随 。 和 Si 
机 信号 特征 有 更 加 深入 的 认识 。 而 基于 随机 信号 模型 的 图 9-1 随机 信号 的 模型 
谱 估计 方法 ， 是 现代 谱 估计 研究 的 主要 内 容 之 一 。 

常见 的 随机 信号 参数 模型 可 分 为 三 类 ， 自 回归 信号 模型 (AR 模型 ) 、 滑 动 平均 模型 
(MA 模型 ) 和 自 回 归 一 滑动 平均 模型 ( ARMA 模型 ) 。 下 面 分 别 介绍 。 

1. 自 回 归 信号 模型 (AR 模型 ) 

AR 模型 的 数学 表达 式 为 





























多 六) = > aix(7 一 下 ) + Gw(n) (9-13 ) 
| 
式 中 ，oi 称 为 自 回归 系数 ; G 称 为 增益 系数 ; w(n) 为 均值 为 零 、 方 差 为 1 的 白 噪声 ， 即 有 
Elw(n)} =0, Diw(n)) =Elw(n)) =1。 式 (9-13) 又 可 写 为 


x(n) 一 之 wx(n -kk) = Gw(n) 


k=1 





两 端 取 z 变 换 有 
(1 Daz)X(z) = GW) 
系统 函数 为 四 
RD = WE = I (9-14) 
1 - > az 


k=1 


H(z) 中 仅 有 极点 ， 没 有 零点 ， 故 AR 模型 又 称 为 全 极点 模型 。 
2. 滑动 平均 模型 (MA 模型 ) 
滑动 平均 模型 的 数学 表达 式 为 
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M 
w(N) = bmn — kk) +w(n) (9-15) 
:=1 
两 端 取 z 变换 得 
M 
X(z) = (1+ Db1z*)W(z) 
k=] 
系统 函数 为 
X(z) 
H(z) = =1 bz 9-16 
( ) W(z) 十 之 k ( ) 


7(z) 中 仅 有 零点 ， 没 有 极点 ， 故 MA 模型 又 称 为 全 零点 模型 。 
3. 自 回 归 一 滑动 平均 模型 ( ARMA 模型 ) 
ARMA 模型 的 数学 表达 式 为 
N M 
x(n) - > aox( -HE) = Dbwn—-k) +w(n) (9-17) 
k=1 办 去 
取 z 变换 得 


N M 
(1 — darz *)X(z) = (1 + > bz )W(z) 
sl 六 二 有 





得 系统 函数 为 

M 

1+ Diz 

je 它 凤 
z) = = | (9-18) 

W(z) N 

1 Wy Darz™ 
k=1 


ARMA 模型 既 含 有 极点 ， 也 含有 零点 ， 称 为 零 -极点 模型 。 

随机 信号 的 几 种 模型 应 用 于 功率 谱 估计 时 ，AR 模型 对 于 功率 谱 的 峰值 比较 敏感 ，MA 
模型 对 功率 谱 的 谷 值 估计 较为 准确 ， 而 ARMA 对 功率 谱 峰 值 和 谷 值 的 估计 都 有 比较 好 的 效 
果 ， 但 是 其 估计 算法 也 最 为 复杂 。 


9.1.3 谱 估 计 方 法 


所 谓 随机 信号 的 谱 估计 ， 是 指 对 一 个 随机 信号 的 功率 谱 进行 估计 。 由 于 检测 条 件 的 限 
制 ， 在 许多 情况 下 只 有 有 限 的 样本 序列 甚至 一 个 样本 序列 ， 因 此 对 于 竺 分析 的 随机 信和 号 一 般 
假定 为 各 态 遍 历 的 平稳 随机 信号 ， 在 这 种 前 提 条 件 下 讨论 谱 估 计 的 方法 。 因 此 ， 以 下 各 节 中 
对 随机 信号 不 再 采用 大 写 表示 ， 而 采用 小 写 符号 表示 作为 样本 的 随机 信和 号。 当然 在 对 其 估计 
的 特点 进行 讨论 时 ,应当 注意 其 随机 信号 的 特征 。 

谱 估 计 方 法 可 以 分 为 经 典 谱 估 计 方 法 和 现代 谱 估 计 方 法 。 

经 典 谱 估计 方法 又 称 为 传统 谱 估 计 方法 ， 可 以 分 为 自 相关 法 和 周期 图 法 。 

自 相 关 法 是 根据 随机 信号 序列 首先 估计 信号 的 自 相关 函数 ， 然 后 根据 维 纳 - 辛 钦定 理 通 过 
FFT 估计 信号 的 功率 谱 。 周 期 图 法 是 采用 随机 序列 的 数据 通过 FFT 直接 估计 信号 的 功率 谱 。 

传统 的 谱 估计 方法 物理 概念 清楚 ， 算 法 简单 方便 ， 但 佑 计 的 质量 较 差 ， 功 率 谱 的 起 伏 较 
大 ， 现 在 直接 估计 的 基础 上 进行 了 一 些 改进 ， 采 用 了 平均 周期 图 法 和 加 窗 的 方法 可 以 改善 估 
计 质 量 ， 目 前 仍然 是 比较 常用 的 估计 方法 。 
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现代 谱 估计 方法 是 利用 信和 号 的 参数 模型 来 对 随机 信和 号 的 功率 谱 进行 估计 ， 其 理论 依据 随 
机 信号 通过 线性 系统 的 性 质 特 点 ， 首 先 由 随机 信号 估计 自 相关 函数 ， 然 后 估计 信号 模型 的 系 
统 参 数 ， 由 此 得 到 信号 模型 的 频率 特性 ， 再 根据 随机 信号 通过 线性 系统 的 响应 特点 估计 随机 
信和 号 的 功率 谱 。 在 现代 谱 估 计 方 法 中 ，AR 模型 比较 方便 ，ARMA 模型 最 为 准确 。 


9.2 经 典 谱 估 计 方 法 








9.2.1 相关 估计 法 原理 


已 知 平稳 随机 信号 XX(n) 的 自 相关 也 数 为 
rx(m) =E|X(n)X(n+t+m)| (9-19) 
当 X(Cz) 仍 为 各 态 遍 历 信号 时 ， 可 以 用 随机 信号 的 一 个 样本 序列 x(n) 来 计算 自 相 关 函 数 
N 
rx(m) = dim 3H 7 Yn) ln +m) (9-20) 
当 ry(m) 求 得 时 ， 可 以 采用 FFT 求 得 随机 信号 的 功率 谱 Px (el? )。 

不 过 ， 在 实际 观测 时 ， 不 能 得 到 x(n) 的 全 部 数据 ， 只 能 得 到 x(n) 的 Y 个 观测 数据 
x(0),x(1) ,x(2),…,x(N-1)， 因 此 ， 只 能 由 这 图 个 数据 来 估计 自 相 关 函 数 ， 记 为 和 (m)， 
它 和 自 相 关 函 数 的 理论 值 ry(m) 有 差别 。 其 次 ， 对 于 固定 的 m， 应 有 

0<n+mN-1 
考虑 到 同时 必须 满足 0<n<N -1， 因 此 对 于 自 相 关 函 数 估计 运算 中 的 取 值 应 当 满 足 


0<n<N-1-|m| 


从 而 有 py 
a 六 人 (9-21) 
可 以 看 出 ,fy(m) 的 长 度 为 2V -1。 当 得 到 自 相 关 函 数 的 估计 六 (m) 之 后 ， 可 以 通过 
P(eio) = by Fy (Cm) ee" (9-22) 


m= -(N-1) 
来 估计 随机 信和 号 的 功率 谱 。 可 见 ， 功 率 谱 的 估计 Px(e*”) 是 否 准 确 ， 关 键 在 于 自 相 关 函 数 
估计 六 (mm) 的 估计 质量 。 下 面 讨 论 六 (m) 的 估计 质量 。 
1. 估计 的 偏差 


由 于 
Bl7y(m)] 二 Elrry(m)| —rx(m) 
1 -llm| 
= 如 六 > x(n)x(n tm)}-r(m) 
| 
= 2 Elx(n)x(n+m)| -rx(m) 
N-1- |m| 





= 市 之 ry(m) -ri(m) =— mi Cm) 


可 见 六 (m) 是 rx(m) 的 一 个 浙 近 无 偏 估计 。 但 是 ， 由 于 实际 的 NN 为 有 限 值 ， 所 
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以 六 (m) 是 有 差 的 。 并 且 ， 当 m 较 大 特别 是 接近 NN 时 , 久 (m) 与 ry(m) 偏差 就 比较 大 。 
从 式 (9-20) 可 以 看 出 ， 自 相关 函数 的 计算 即使 在 各 态 遍 历 条 件 的 假定 下 ， 也 必须 有 足够 多 
的 数据 才能 tm 而 m 较 大 时 ， 只 能 采用 少量 的 样本 数据 
来 估算.(m)， 这 是 造成 自 相关 冰 数 估计 偏差 的 主要 原因 。 

实际 上 ,万 ie 可 以 写 为 


a dl PR PO ON, 
其 中 , w(m) 为 
a 
a 0<|Im|<N-1 pe wo 


0 Im|=N 
w(m) 的 图 形 如 图 9-2 所 示 。 根 据 w(m) 的 形状 ， | | 
它 被 称 为 三 角 窗 函数 。 由 于 w(m) 对 rx(m) 加 权 ， 
使 得 自 相 关 函 数 的 估计 各 (mm) 对 ry(m) 产生 偏差 
2. 估计 的 方差 
Varlfx(m)| = o =E{[fx(m) -Elfx(m)}]?| 
El[Fx Cm) ]2 +[E {fy(m)]? -2 (m) Ef(m)}| 
=E{[fx(m)]} - [Elf(m)}]? 


式 中 [BICm)1]2= [于 v(m)] ,而 





J 


_(N-1) O Nl 





图 9-2 三 角 窗 函数 








NI Im| 
El[fx(m) ]2| = 可 遍 [ > «Cn)z(n+ my} 


n=0 
1 lm 1- |m| 
. 有 1 天 过 在 
为 了 简单 起 见 ， 假 设 x(n) 为 实 信 叶 ， 且 为 均值 为 0 的 高 斯 信号 ， 则 可 以 证 明 
Elx(k)x(k+n) x(n)x(nt+m)! =r%(m) +r%(k-n) +rx(k-n+m)ri(k-n-m) 
于 是 有 
2 
pli(m) = [Dm)] + 


Elx(n)x(n+tm)x(k)x(k+n)! 














1 wm IN-1- |m| 
pe > 之 [rk-n) tri(k-n+t+m)ri(k-n-m)] 
上 式 的 第 一 项 正好 为 [Ii.(m)|]*。 下 面 再 看 第 二 项 的 化 简 , 邻 i=k-n， 考 虑 新 变量 i 
上 式 的 第 二 个 和 式 变 为 
N-1- |m W-l- |m | 
[ri (kon)+ri(k-n+m)rik-n-m)] 
n=0 k=0 


N-1- |m| 
= CN- Im i) i) tr(itm)rr(i- m))] 


i=-(N-1- |m)|) 
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于 是 
Varlix(m)} = 如 [和 (mm)]?| - [Eli(m)} 
LS" IN-Im|- || 0 
-FD) rrr + mra(r -m)]) 
由 于 x(n) 的 均值 px =0， 且 lim rr(m) = 襄 ， 故 rx(m) 二 次 方 可 和 ， 于 是 当 nn 国定 时 
dm Varlix(m)| =0 (9-25) 


可 见 久 (mm) 是 ry(m) 的 渐 近 一 致 估计 。 又 由 于 lim [fx(m)] =0， 由 式 (9-11) 、 式 (9-12) 
可 知 , 入 (m) 是 rr(m) 的 一 致 估计 。 
9.2.2 周期 图 法 


1. 周期 图 法 的 概念 

采用 相关 估计 法 估计 功率 谱 时 ， 相 关 函 数 的 估计 已 经 存在 一 定 误差 ， 在 此 基础 上 再 按照 
式 (9-2) 估计 功率 谱 时 ， 还 会 带 来 进一步 的 估计 误差 。 因 此 我 们 希望 采用 一 种 直接 估计 功 
率 谱 的 方法 。 前 已 指出 ， 自 相关 也 数 的 估计 为 


N-1- |m| 


ry(m) = 六 之 Xn)x(n+m) 
邻 xy(n) =x(n)d(n), 其 中 








了 _ 人 1 0<n<N-1 
(7) =10。 其 他 
则 xy(n+tm) =x(n+m)d(n+m)， 这 样 
N-1 
大 1 
ry(m) = HOCn)an(n +m) (9-26) 
n=0 


同 采用 循环 卷 积 计算 线性 卷 积 类 似 ， 应 用 循环 相关 可 以 计算 线性 相关 ， 只 是 需要 补 零 使 得 序 
列 长 度 达到 2 后 计算 。 于 是 有 





SN EN )xan(n +m) 
由 卷 积 定理 可 知 
DFT[Pr(m)] = ADFT[ Een +m)]= 六 [Xv(k) XN (Ek)] 

因此 和 

Bi(k) =DFT[r(m)] = HEX h) Xk) ] =H|Xon(b) (9-27) 
实际 上 ， 由 于 

Xon(h) -Den ei - = Fx Je Ce | 

1v(o) 全 六 |XCei) | (9-28) 
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Iy(w) 称 为 随机 信号 x(n) 的 周期 图 ， 通 常 采用 Iy(w) 作为 Py(ei*) 的 估计 Px(e%*)。 由 
于 周期 图 是 直接 采用 信和 号 进行 傅 里 叶 变换 而 得 到 的 ， 因 此 称 为 直接 估计 法 。 而 通过 估计 信和 号 
的 自 相 关 函 数 再 依据 维 纳 - 辛 钦定 理 估 计 功 率 谱 的 方法 称 为 间接 估计 法 。 实 际 上 ， 通 过 对 信 
号 mw(n) 做 FFT， 可 以 直接 快速 计算 P(k)， 而 








A 1 和 本 
名 (1) = |X(e) ,y= Pr(e) (9-29) 


因此 直接 估计 法 应 用 比较 方便 。 下 面 讨论 采 用 周期 图 Iy(w) 估计 功率 谱 Px (el?) 的 估计 
质量 。 


(1) Iy(w) 的 均值 





| 


ECo) = EIDFTIA(m)]| = E{ >» fF (m)e-io"} 
m= —N+l 
N-l 
= 之 Elf(m)leie” 
m=—N+1 
N-l 
N- |m| 加 
2 r (m)e Jom 
m= —N+l N ~ 


可 见 ， 周 期 图 六 (w) 的 均值 不 等 于 功率 谱 Pr (ee )， 因 此 周期 图 J，(w) 不 是 功率 谱 
Pr (e") 的 无 偏 估计 。 但 是 


五 | lim7wo) = lm b> N= |m| 
Nw 人 NN 


rx(m)e-ion | 


= py ri(m)e eo" = Py(el®) 
可 见 Iy(w) 是 Px(e*) 的 渐 近 无 偏 估计 。 
(2) mv(w) 的 方差 
Iv(w) 的 方差 的 讨论 需要 分 析 随 机 变量 x(n) 的 四 阶 矩 ， 比 较 繁杂 ， 限 于 篇 幅 不 再 详细 
讨论 ， 读 者 可 参阅 文献 【1$]。 可 以 证 明 ， 当 随机 信和 号 为 高 斯 白 噪声 即 ry(m) =of6(m) 时 


Var[ Iv(w)] -of 下 


可 见 ， 周 期 图 的 方差 并 不 随 着 N 一 % 而 趋 于 零 ， 因 此 及 (o) 不 是 Py(e%*) 的 一 致 估计 。 从 
式 (9-30) 可 以 看 出 ， 对 于 白 噪声 ， 采 用 FFT 由 Py(k) 估计 Py(ei*) 时 ,方差 较 大 ， 因 此 
采用 直接 法 得 到 的 功率 谱 估 计 Py(k) 起 伏 较 为 剧烈 。 

这 里 定性 解释 一 下 采用 周期 图 作为 功率 谱 佑 计 性 能 不 好 的 原因 。 前 面 假定 x(n) 是 各 态 
遍历 的 平稳 随机 信号 ， 因 此 可 以 采用 一 个 随机 信号 的 样本 序列 来 估计 自 相 关 函 数 ， 只 要 序列 
长 度 足 够 长 ， 自 相关 函数 的 估计 就 是 足够 准确 的 。 事 实 上 ， 前 面 证 明了 自 相关 函数 的 估计 是 
rx(m) 一 致 估计 。 但 是 , 求 功率 谱 Py(e*) 时 ， 有 
Et{ | Xow (ei®) 上 

2N+1 

















(9-30) 











P(ei?) = dim 
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虽然 随机 信号 x(m) 在 时 域 是 平稳 信号 且 满足 各 态 遍 历 的 条 件 ， 但 是 经 过 传 里 叶 变换 后 ， 在 
频 域 中 对 w 不 一 定 能 满足 平稳 的 条 件 ， 一 般 更 无 法 满足 对 w 各 态 遍 历 的 条 件 。 因 此 ， 一 个 
随机 信号 样本 x(n) 的 传 里 叶 变 换 一 般 是 w 的 随机 变量 ， 必 须 求 随机 信号 族 仿 里 叶 变换 对 集 
合 平均 才能 得 到 实际 的 功率 谱 。 而 周期 图 的 计算 公式 为 

mv(o) 人 六 LIXCeie) | 


这 仅仅 是 一 个 随机 信和 号 的 样本 进行 傅 里 叶 变换 后 所 得 到 的 功率 谱 估 计 ， 没 有 对 不 同样 本 信 
的 傅 里 叶 变 换 的 幅 值 求 均值 的 过 程 ， 自 然 可 能 产生 较 大 的 方差 。 

2. 平均 周期 图 法 

为 了 减少 周期 图 进行 功率 谱 佑 计 的 方差 ， 巴 特 利 特 ( Bartlett) 提出 了 平均 周期 图 法 。 
该 方法 的 基本 思想 是 对 一 组 周期 图 进行 算术 平均 ， 作 为 观测 数据 的 功率 谱 估 计 。 算 术 平 均 的 
结果 是 减少 了 功率 谱 估 计 的 方差 。 

设 随机 序列 x(n) (0<n<N-1) 分 为 k 段 ,每 段 长 度 为 L， 则 N= 所 。 信 号 x(n) 在 第 
i 有 段 可 以 表示 为 






































du 

















xi) =x(n+ i)L), i=1,2,.,k, 0<n<L-l1 (9-31) 
li(w) = 二 Faye | (9-32) 
假定 各 个 分 段 周 期 图 在 统计 上 是 相互 独立 的 ， 则 平均 周期 图 的 功率 谱 估计 为 
Bee) = P10) (9-33) 
下 面 讨论 平均 周期 图 的 特性 。 
(1) 均值 


, 
BlP(er)] = EY Ela(o)| 
人 
由 于 各 个 分 段 统计 独立 ， 可 以 认为 各 分 段 有 (ww) (i=1,2,…,k) 的 分 布 是 相同 的 ， 因 此 


了 =-1 


FiPeo)l =El(o) = > mrs (m) ei (9-34) 
m= -L+l 
可 见 采 用 平均 周期 图 得 到 的 功率 谱 估 计 仍 然 是 有 偏 估 计 。 


(2) 方差 

由 于 了 (w) (i=1,2,…,k) 统计 独立 ， 所 以 P(e%*) 实际 上 是 1,(w) 的 一 组 次 独立 
观测 的 样本 均值 ， 故 

Var | Peio) | = Varll,(0)| 
当 随 机 信和 号 为 白 品 声 时 有 
Varl Pow) io[+ (器 纪 ] ] (9-35) 

可 见 ， 平均 周期 图 的 方差 大 约 是 单一 周期 图 所 得 到 的 功率 谱 估 计 方 差 的 1/k。 平均 周期 图 的 
方差 随 着 上 的 增 大 而 减少 ， 当 有 一 w 时 ，Var| P(e ) | 一 0， 故 平均 周期 图 是 有 偏 的 渐 近 一 致 
估计 。 当 数据 长 度 N 固定 时 ， 增 加 分 段 数 训 固然 可 使 方差 降低 ， 但 是 此 时 每 一 段 长 度 工 会 减 
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少 ， 这 样 会 使 得 功率 谱 估计 的 频率 分 辩 率 降低 ， 可 见 平均 周期 图 方差 的 改善 是 以 偏差 的 增 大 
和 分 辩 率 的 降低 为 代价 的 ， 此 时 应 当 考 虑 各 种 指标 采取 折 中 的 方式 。 

3. 平滑 周期 图 法 

男 一 种 改善 周期 图 法 估计 质量 的 方法 是 平滑 周期 图 法 。 已 知 


N-1 
N- 
Bln(w)| = mm) eio" 
m= -(N-1) 
N-l 
= > ws(m)r(m)eie" 
m= -(N-1) 
其 中 
-|m| 二 
<N 
wp (m) 三 N Im| 
0 其 他 


是 一 个 三 角 窗 函数 ， 也 称 为 巴特 利 特 窗 函 数 。 设 巴特 利 特 窗 的 频谱 为 Ws(e”*)， 由 频 域 卷 积 
定理 


i -去 Jemmtee 0d6 (9-36) 








可 见 ， 功率 谱 估计 的 均值 是 真实 功率 谱 和 巴特 利 特 窗 于 数 中 (e") 的 卷 积 。 


因此 ， 可 以 用 某 个 窗 函 数 WW(e*) 与 P(e*) 的 卷 积 来 修正 平滑 P(ei*)， 使 得 平滑 的 结 
果 更 接近 真实 的 功率 谱 P(e*)。 即 有 


Pi (0%) = Per) # Wo) = 3 | (ep)W(Ceie )do 
加 (9-37) 


—jom 


N-1 
nl ( m) © 
m 


=-(N-1) 
其 中 

A (m) =F(m)w(m) (9-38) 
w(m) 为 窗 函 数 的 单位 脉冲 响应 。 由 于 徐 函 数 的 频谱 WW (ei*) 一 般 具 有 低 通 滤波 器 的 频率 


特性 ， 因 此 丈 (ee) 和 疡 (ee) 的 卷 积 对 Pei ) 可 以 起 到 一 定 的 平滑 作用 。 合 适 地 选择 窗 
函数 的 长 度 可 以 使 平滑 周期 图 的 方差 减 小 并 且 保 持 其 均值 是 渐 近 无 偏 的 。 常 用 的 窗 函 数 有 和 矩 
形 窗 、 巴 特 利 特 窗 及 汉 宁 窗 等 。 

把 平均 周期 图 法 和 平滑 周期 图 法 结合 起 来 ， 可 以 得 到 更 为 理想 的 功率 谱 估 计 。 
9.2.3 经 典 谱 估计 方法 小 结 

经 典 谱 估 计 方 法 分 为 直接 估计 法 和 间接 估计 法 。 直 接 估计 法 是 通过 计算 随机 信和 号 的 周期 
图 来 进行 功率 谱 估计 ; 间接 估计 法 是 首先 估计 随机 信号 的 自 相 关 函 数 ， 然 后 再 求 其 健 里 叶 变 


换 来 进行 功率 谱 估计 。 无 论 是 直接 估计 法 还 是 间接 估计 法 都 可 以 采用 FFT 进行 快速 计算 ， 
其 物理 意义 明确 ， 是 进行 功率 谱 佑 计 的 常用 方法 。 
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由 于 采用 有 限 数据 进行 谱 佑 计 ， 带 来 了 窗 函 数 问题 ， 使 得 谱 佑 计 实 际 上 是 真实 功率 谱 和 
窗 函 数 频率 特性 卷 积 的 结果 。 从 物理 意义 来 看 ， 窗 函数 的 边 办 部 分 使 得 功率 谱 产 生 了 边 准 泄 
漏 。 其 次 ， 谱 的 分 辩 率 也 与 数据 的 长 度 有 关 ， 其 分 辩 率 正比 于 等 ， 在 很 多 情况 下 ， 这 个 
分 辨 率 较 低 ， 不 能 满足 实际 分 析 的 需要 。 

采用 周期 图 进行 谱 估计 时 ， 由 于 没有 样本 平均 ， 佑 计 的 方差 不 好 ， 功 率 谱 的 起 伏 较 剧 
烈 ， 而 且 随 着 w 的 增 大 起 伏 加 剧 。 为 克服 这 个 弱点 ， 可 以 采用 平均 周期 图 和 平滑 周期 图 的 
方法 ， 以 减 小 估计 的 方差 。 


9.3 信号 参数 模型 谱 估计 


前 已 指出 ， 经 典 谱 估 计 存 在 方差 较 大 、 分 辨 率 较 低 的 缺点 ， 其 主要 原因 之 一 是 仅仅 利用 
了 有 限 长 的 数据 。 这 相当 于 给 原始 的 无 限 长 序列 加 了 一 个 矩形 窗 ， 在 矩形 窗外 的 数据 强制 为 
0， 这 当然 和 理想 情形 产生 较 大 差别 ， 使 得 估计 的 质量 不 太 好 。 为 了 克服 经 典 谱 估 计 方 法 的 
缺点 ， 人 们 提出 了 基于 参数 模型 的 现代 谱 佑 计 方 法 。 该 方法 的 要 点 如 下 : 

1) 将 随机 信号 x(n) 看 作 一 个 白 品 声 w(n) 作用 于 一 个 线性 系统 H(z) 的 输出 信号 。 

2) 由 x(n) 估计 线性 系统 7(z) 的 参数 。 


3) 由 H(z) 的 参数 估计 随机 信号 x(n) 的 功率 谱 P(ei*)。 
9.3.1 平稳 随机 信号 的 参数 模型 
设 线 性 系统 满足 差分 方程 




















p g 
x(n) = 之 oz(n ~) + 之 je(m ~&) (9-39 ) 
=1 =0 
式 中 ,x(n) 是 待 分 析 的 平稳 随机 信号 ; w(n) 为 白 噪声 输入 信号 。 由 差分 方程 可 得 到 线性 
系统 的 系统 函数 为 


H(z) 三 一 全 (9-40) 


设 w(n) 的 均值 为 0, 方差 为 9， 则 rwy(m) =0?8(m)，Pw(e%) =o?。 根 据 随机 信号 通过 
线性 系统 的 性 质 有 

Px(e®) = |H(e®) PPy(eie) = | 有 (em) Po (9-41) 
当 w(n) 的 方差 为 rz 时 ， 如 果 能 根据 已 知 数据 估计 出 4(z) 的 参数 人 ,名 ,… ,6 ,如 ,名 ，…， 
和 时 ， 可 以 得 到 功率 谱 估 计 为 








Pyle) = 0 |—40 (9-42) 
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式 (9-42) 称 为 基于 自 回归 一 滑动 平均 (ARMA) 信号 模型 的 功率 谱 佑 计 。 当 采用 自 回 归 信 
号 模型 (AR 模型 ) 时 ，2 =1 ,六 =0(k=1,2,…,g)， 则 式 (9-42) 变 为 





Pr(e") = 2 (9-43) 
1 让 > be | 
站 
当 采 用 滑动 平均 模型 (MA 模型 》 时 ,6 =0(k=1,2,…,p)， 式 (9-42) 变 为 
八 车 人 人 » 2 
Pi(ei?) = 0 | > bei (9-44) 
k=0 








以 上 各 种 信号 模型 中 ，ARMA 模型 可 以 全 面 反映 各 类 功率 谱 的 特性 ， 但 是 计算 复杂 ， 佑 
计 困 难 。AR 模型 可 以 较 好 地 反映 功率 谱 的 峰值 ， 适 合 模 拟 具 有 冠 带 特性 的 功率 谱 ， 计 算 量 
适中 ， 应 用 较为 广泛 。MA 模型 可 以 较 好 地 反映 功率 谱 的 谷 值 ， 适 合 于 模拟 具有 平坦 峰 和 和 零 
点 附近 衰减 显著 的 功率 谱 ， 这 种 谱 在 实际 应 用 中 不 太 和 常见 ， 其 次 ，MA 模型 参数 的 估计 问题 
需要 求解 一 组 非 线 性 方程 ， 使 得 MA 模型 比 AR 模型 的 参数 估计 要 困难 。 因 此 ， 通常 很 少 专 
门 对 MA 模型 进行 参数 估计 ， 往 往 将 其 作为 更 一 般 的 ARMA 模型 中 参数 估计 的 一 部 分 。 

下 面 讨 论 AR 模型 与 ARMA 模型 的 关系 。 前 已 说 明 ，ARMA 模型 可 以 全 面 反映 功率 谱 的 
特性 ，AR 模型 可 以 较 好 地 反映 功率 谱 的 峰值 ， 实 际 上 ， 只 要 在 AR 模型 中 将 阶 数 取得 足够 
高 ，AR 模型 就 可 以 以 足够 的 准确 度 逼 近 ARMA 模型 。 为 简单 起 见 ， 设 

9 

> De Io 1 
友 二 0 


pi 


1 et 
| 


























2 


Pra(e?) = 0 = 0 |Hi(z) | so 








Par(e®) = py 四 |H,(z) | 
|1 十 Dae i | 
不 = 
显然 ， 如 果 给 定 了 H(z)， 可 以 找到 p,， 使 得 厂 (2z) ~Hi(z), 则 Pir(e®)~Prya (el) 将 
Hi(z) 分 母 多 项 式 除 以 分 子 多 项 式 有 




















之 az 
1 
k=0 
Hi(z) 一 p > -1 -2 
. 1] 0x2 FO 
Ek 
1 + 2 az 
k=1 





其 中 ，@y =ay -DO ，as =(ao 0p/010) - (an -bn/010),…， 可 见 ， 只 要 p, 足够 大 ， 
就 可 以 使 厂 (z) 与 如 (z) 的 差别 足够 小 ， 因 此 有 Par (ei*) 守 Ppma (el?)。 

根据 以 上 讨论 可 知 ， 只 要 AR 模型 的 阶 数 足够 高 ， 就 能 以 任意 的 准确 度 双 近 任意 信号 的 
ARMA 模型 。 而 AR 模型 的 计算 量 适中 ， 在 实际 应 用 中 ,采用 AR 模型 进行 功率 谱 估 计 研 究 
最 多 ,使 用 也 比较 方便 。 因 此 ， 后 面 主要 讨论 AR 模型 的 计算 ， 关 于 ARMA 信和 号 模型 功率 谱 
估计 仅 做 简单 介绍 。 


9.3.2 AR 模型 的 正则 方程 和 参数 计算 
当 随 机 信和 号 采用 AR 信号 模型 描述 时 ， 其 差分 方程 为 
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p 
x(n)+ s(n -kk) = w(n) (9-45) 
;=1 
式 中 ，w(z) 是 均值 为 0、 方 差 为 o? 的 白 噪声 。 对 式 (9-45) 两 端 同 乘 以 x(0) ， 然 后 再 取 均 
值 有 
p 
Elx(0)x(n)| + Elx(0)«(n -kk)) = E(x(0)w(n)) (9-46) 
;=1 
由 于 x(n) 为 平稳 信号 ， 故 Aix(0)| =Eix(n)},， 且 有 
Elx(0)x(n)} =rx(n) 
Elx(0)x(n-1)} =rx(n-1) 


Elx(0)x(n-p)| =rx(n-p) 
又 


x(0) = -Lax( -1)+aox( -2) + + a,x( —-p)] +w(0) 
故 


Elx(0)w(n)| =E| -Lax( -1) +ax( -2)+ +a,x( -p) jw(n) +w(0)w(n)| 
由 于 x(n) 与 w(n) 不 相关 ， 因此 有 El|x(k)w(n)} =0,， 而 ry(m) =06(m), 故 有 
Elw(0)w(0)} =o n=0 














Elx(0)w(n)| = (9-47) 
0 n>0 
综 上 所 述 ， 式 (9-46) 可 以 写 为 
p 
rx(n) 十 air -kk) = o6(n) (9-48) 
=1 
式 中 , 邻 n=0,1,…,p， 得 到 p +1 个 方程 ， 即 
rx(0) +arx( 一 1) + + a,rx( -p) =o? 
rx(1) +arx(0) + + a,rx( -p+1) =0 
rx(p) +arx(p—1) + +a,rx(0) =0 
整理 为 矩阵 形式 ， 得 
rx(0) rrC-1l) 全 rx( —p) 1 og2 
rx(1) rx(0) 0 rx( -p+1) &i _ 0 
rx(p) rx(p-1) NS rx(0) Q) 0 
考虑 到 自 相 关 函 数 为 偶 函 数 ， 即 ry( -m) =rx(m)， 故 有 
rx(0) rx(1) rx(p) 1 Cr 
ey 人 x(p ) 1 (9-49) 
rx(p) rx(p -1) 站 rx(0) Op 0 





式 (9-49) 称 为 矩阵 形式 的 尤 尔 -沃克 (Yule-Walker) 方程 ， 也 称 为 正则 方程 。 尤 尔 - 沃 克 方 
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程 中 由 自 相关 函数 组 成 的 矩阵 具有 如 下 特性 : @ 对 称 ，@@ 半 正定 。 如 果 自 相关 函数 rx (0)， 
rx(1),…,rx(p) 已 知 ， 则 由 式 (9-49) 可 以 求 出 ml ,qs,…,a, ,07。 

根据 以 上 讨论 ， 可 以 得 出 利用 AR 模型 进行 功率 谱 估计 的 步 又 

1) 由 随机 信号 x(n) 估计 出 其 自 相 关 函 数 六 (0) ,和 (1) ,…,fx(p) 的 数值 。 

2) 将 名 (0) ,从 (1) ,和 (PP) 代入 尤 尔 -沃克 方程 ， 求 出 AR 模型 参数 的 估计 值 &， 
G, ，…， 6,,， G62, 

3) 由 公式 

Peio) = 站 (9-50) 





估计 出 随机 信号 x(n) 的 功率 谱 。 
当 AR 模型 阶 数 p 较 高 时 ， 直 接 由 尤 尔 -沃克 方程 求 AR 模型 参数 的 估计 值 41 ，6,， 

















4,，6” 计算 量 较 大 。 下 面 介绍 一 种 求解 尤 尔 -沃克 方程 的 LD 递 推算 法 。 
当 p=1 时 ， 尤 尔 -沃克 方程 记 为 
rx(0) rx(1) 1 af 
本 0 (6 | 0 | 
解 此 方程 可 得 
rx() 
rx(0) 





ar1 =rx(0) +rr(l1)ail=rr(0)(] =- | ai [2 
再 令 p =2， 由 尤 尔 -沃克 方程 有 


Cy ly i fg 
rx(1) rx(0) rx(1) 221 |=| 0 
rx(2) rx(1) rx(0) 0Q22 0 























解 方程 得 
rx(1) 
(0)rx(2) -B00 0 
Ea rx(0) -7r%(1 上 rx(l 
"OD 0) -rr 
_rTx(2) +alrx(1) 
oe Tx(O)rx(1) -rx(Drx(2) -| _Tx(0)rx(2) | 
oe 六 (0) -六 (1) rx(0) 态 (0) -已 (1) 


=an(l +a) 
03 =rr(0) t+rx(1)ay trx(2)aw =(1- 1a )or 
可 以 看 出 ，@y,、ay1 和 03 可 以 根据 自 相关 函数 ry(2)、rx(1)、all 和 oi 递 推 得 出 。 一 般 地 ， 
可 以 得 出 参数 a 及 02 的 递 推 公式 为 
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| 
rx(p) 十 > oairr(P = 天) 
k=1 


Cr (9-51) 
Ch 





Gp 


pp -4 + QppQp-1 ,pk 


oz = (1 -~ |am |) op 
L- D 递 推算 法 适合 于 估计 信号 模型 阶 数 待定 的 场合 ， 可 以 利用 前 一 次 模型 阶 数 较 低 时 的 估 
计 结果 ， 使 用 较为 方便 。 


9.3.3 AR 模型 谱 估计 的 性 质 


1. 平滑 性 

AR 模型 估计 出 的 功率 谱 比 经 典 谱 估计 方法 得 到 的 功率 谱 平 滑 。 这 是 因为 AR 模型 的 传 
弟 函 数 有 H(z) 是 z 的 有 理 分 式 ， 当 系统 稳定 时 ，H(z) 的 极点 均 在 单位 圆 内 部 ， 故 其 频率 特 
性 应 当 随 w 连续 变化 ， 对 应 得 出 的 功率 谱 必然 比 周 期 图 平滑 。 

2. 分 辩 率 


| 

















经 典 谱 估计 法 的 分 辩 率 正比 于 2 工 ，N 为 数据 长 度 。 可 以 证 明 ， 当 采样 频率 为 人 时 ， 谱 





的 频率 分 辩 率 大 约 为 全 。 例 如 ， 当 太 = 100kHz，N = 1000 时 ， 两 条 谱 线 的 频率 差 值 约 为 
100Hz， 这 样 ， 对 于 谱 特 性 小 于 100Hz 范围 的 细微 变化 ,经典 谱 分 析 所 得 到 的 谱 特 性 可 能 全 
遗漏 掉 。 这 本 质 上 是 由 于 经 典 谱 估计 可 以 看 作 是 原 信号 的 自 相关 画 数 加 窗 后 得 到 的 ， 窗 函数 
的 特性 对 谱 估计 产生 了 影响 ， 即 有 








元 
Peio) = Fm)eio” 
m=—N 
它 把 |m| >N 时 的 自 相 关 函 数 均 视 为 零 ， 影 响 了 功率 谱 的 分 辨 率 。 
AR 模型 则 与 此 不 同 。 在 AR 模型 中 采用 尤 尔 -沃克 方程 进行 功率 谱 估 计时 ， 尽 管 只 利用 
了 Pp+1 个 自 相关 函数 的 估计 值 入 (0) ， 和 (1) ,…， 入 (PP) ， 但 是 由 式 (9-48) 可 知 ，AR 模型 
的 自 相关 函数 满足 


p 
rx(m) 十 Darrrm —- 有) = 0*6(m) (9-52) 

k=1 

因此 ， 当 m >p 时 , 式 (9-52) 可 以 写 为 


p 
rx(m) = > ary m 一 大) (9-53) 
k=1 
式 (9-53) 表明 ， 当 m>p 时 ， 自 相关 函数 可 以 根据 ri(m—1), rx(m —2), 7 ri(m-p) 
递 推 求 得 ， 可 见 采用 AR 模型 进行 功率 谱 估计 时 ， 对 应 的 自 相关 函数 PAn(m) 含有 无 穷 个 数 
据 。 设 AR 模型 中 的 功率 谱 估 计 可 以 写 为 





Pan(ei") = py Fr (m)e io” 


m= —% 
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则 
ry(m) Im|p 
Ha(m) =1 (9-54) 
- > an(m 一 用) Im|>7 
k=1 





这 样 ， 尽 管 在 求解 尤 尔 -沃克 方程 时 仅 使 用 了 自 相 关 函 数 有 限 个 估计 值 和 (0)， Fy(1),…， 
Pr(P) ， 但 是 ， 这 并 不 表示 当 | 普 | >p 时 相关 函数 六 R(m) 为 零 ， 而 是 由 
FAR(m) = 一 Daaln 一 天) 
递 推 求 得 ， 这 样 就 有 效 避 免 了 由 于 数据 截断 而 产生 的 窗 函 数 的 影响 。 
3. 匹配 性 质 
设 随机 信号 真实 的 功率 谱 及 由 AR 模型 估计 得 到 的 功率 谱 分 别 为 





Px(e™”) = 之 rz(m)e i 


m= 一 oo 


Pr(e®) = > Mar(m)eio" 


1 三 一 2 


则 可 以 证 明 2] 
1 f Px(ei®) 


2T Pr (el®) 
式 (9-55) 说 明 ，AR 谱 与 真实 的 功率 谱 之 比 的 均值 为 1， 它 反映 了 AR 谱 估 计 中 自 相 关 函 数 
Xr (m) 与 真实 的 谱 中 的 自 相 关 函 数 的 ry(m) 匹配 的 性 质 。 根 据 式 (9-54) ，p 越 大 ,Fn (m) 
中 根据 信号 估计 的 六 (m) 就 越 多 ， 而 采用 递 推 关 系 所 求 的 和 AR(m) 相应 减少 。 尽 管 生 (mm) 
和 rx(m) 之 间 也 存在 偏差 .但 是 根据 匹配 性 质 可 以 推 知 ， 当 p 一 w 时 ,fy(m) 忆 ry(m)。 
因此 ， 只 要 阶 数 p 足够 高 ， 理 论 上 AR 模型 可 以 以 任意 精度 逼近 随机 信号 真实 的 功率 谱 
Pr(e) o 
在 实际 计算 中 ， 对 于 AR 模型 的 阶 数 p 一 般 事先 未 知 ， 为 了 稳妥 起 见 ， 可 以 事先 预定 一 
个 较 大 的 数值 ， 然 后 在 递 推 过 程 中 加 以 确定 。 计 算 AR 模型 参数 可 以 采用 前 面 介绍 的 在 自 相 
关 函 数 估计 基础 上 求解 尤 尔 -沃克 方程 的 L-D 递 推算 法 ， 也 可 以 采用 其 他 算法 ， 例 如 Burg 
算法 、 改 进 的 协 方差 法 等 。 限 于 篇 幅 这 里 不 再 讨论 。 


9. 3.4 ARMA 模型 及 功率 谱 估 计 


ARMA 信号 模型 的 差分 方程 为 





w=1 (9-55) 























p 4 
x(n) = orln ~h) + 2 biwln ~&) (9-56) 
;=1 ;=0 


式 中 ,w(n) 是 均值 为 0、 方 差 为 o? 的 白 噪声 。 对 式 (9-56) 两 端 同 乘 以 x(n-m)， 然后 再 
取 均 值 有 


p 2 
r(m) =- 名 ors(m 一 天) + Elx(n —-m)w(n —k)| (9-57) 
| 二 
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对 于 因果 系统 ， 激 励 信 号 w(n -8) 只 能 产生 n -大 时 刻 及 以 后 时 刻 的 输出 。 因 此 ，7 -天时 
刻 之 前 的 输出 x(mz -kk- 门 , j >0 与 w (n-k) 是 不 相关 的 ， 即 有 

Elx(n—-k-i)w(n-k)| =0 J >0 (9-58) 
从 式 (9-57) 可 以 看 出 ，w(z -下 ) 中 的 最 大 取 值 为 g， 因 此 当 m=k+j>g 时 ,， 式 (9-58) 
一 定 成 立 ， 因 此 有 


p 
r(m) 十 Parr,(m -8) =0 Vm > (9-59 ) 
k=1 
当 m>g 时 ， 由 式 (9-59) 可 以 得 到 
r.(gq) rm (gq-1) 7 rn(g-p+1)) fa r.(q+1) 
(9) on Ne |- WN (9-60) 
r(g+p-1) r(qg+p-2) … r.(q) a, r.(g +p) 


式 (6-60) 是 一 个 线性 方程 组 ， 称 为 修正 的 尤 尔 -沃克 方程 。 当 (gqg-p+1), r.(qg-p+2),…， 
r.(qg+p) 已 知 时 ， 可 以 采用 修正 的 尤 尔 - 沃 元 方程 求解 出 ARMA 模型 中 的 ol ,as,… ,a, 等 

由 于 信号 的 自 相 关 函 数 7,(m) 未 知 ， 只 能 采用 自 相关 函数 的 估计 值 $.(m) 来 计算 
ao ,… ,4 等 参数 的 估计 值 41 ,6,,… ,64,。 修 正 的 尤 尔 -沃克 方程 中 右 端 项 自 相 关 函 数 的 最 
小 延迟 为 r,(qg +1)， 最 大 延迟 为 r,(qg +p)， 其 自 相关 函数 的 估计 7.(m) 的 估计 质量 较 差 ， 
因此 ARMA 模型 的 参数 值 估计 值 41 ,4, ,… ,6 的 误差 要 大 于 AR 模型 中 对 应 的 参数 估计 误差 。 
其 次 ，ARMA 模型 分 子 、 分 母 的 阶 次 在 估计 时 p、g 均 未 知 ， 需 要 预先 指定 ， 因 此 ， 在 某 些 
情况 下 ， 修 正 的 尤 尔 -沃克 方程 可 能 出 现 奇异 的 现象 。 

为 了 避免 出 现 这 种 现象 ， 提 高 参数 a; 的 估计 精度 ， 可 以 在 式 (9-60) 中 使 用 更 多 的 方 
程 ， 例 如 取 W -p 个 方程 (MM>p+g)， 使 得 修正 的 尤 尔 - 沃 克 方程 为 


rm (gq) r.(g-1) :+ r.(g-p+1) r.(g+1) 
. i 全 
(RE ratpd oo) | sy) 
ir(M-1) rr(M-2) r(M-g) J r (1) 
写 为 矩阵 形式 得 
Rya= —rx (9-61) 
当 式 (9-61) 中 自 相 关 和 矩阵 和 右 端 的 自 相 关 向 量 均 采用 估计 值 代 蔡 时 ， 有 
7 二 -Rva +e (9-62) 


式 中 ，e 为 误差 向 量 。 采 用 最 小 二 乘 估 计 ， 可 以 得 到 ARMA 模型 参数 cl ,a,,… ,a, 的 最 小 二 
次 方 估计 值 ， 即 

CTS 二 (RIRY) Rify (9-63) 
当 估计 值 6. ,6 ,…, 人 ,得 到 后 ， 下 面 需 要 估计 ARMA 模型 中 的 5 ,5,,…,b， 参数 。 可 以 考虑 
对 ARMA 系统 串 接 一 个 滤波 器 ， 其 系统 函数 为 
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其 中 ao =1， 这 样 ， 串 接 系统 的 系统 函数 为 


Hi(z) =H(z)A(z) a 


可 见 串 接 系统 近似 为 一 个 MA 系统 ， 于 是 问题 转化 为 串 接 系统 及 (z) MA 参数 的 估计 问题 。 
但 是 这 种 方法 存在 一 些 缺 点 : 首先 必须 将 原来 观测 数据 x(n) 经 过 一 个 系统 函数 为 4(z) 的 
有 限 冲 激 响 应 滤波 器 得 到 滤波 器 输出 y(z) ， 然 后 进行 MA 参数 估计 ， 这 样 无 疑 增 加 了 工作 
量 ; 其 次 是 4(z) 和 4(z) 不 可 能 完全 对 消 ; 最 后 是 MA 参数 的 估计 需要 求解 非 线性 方程 组 ， 
运算 复杂 。 所 以 上 述 方法 实际 上 很 少 采用 。 

下 面 介绍 一 种 不 需要 估计 5 ，b, ，…，0b, 参数 ， 仅 需 根 据 估 计 值 41 ,64, ,… ,6&, 直 接 估 计 
ARMA 模型 的 功率 谱 的 方法 。 由 于 


和 二 可 








2 
本 B(ei?) |? B(ei®)B(e-i®) 
P joy =xrv2|_ ps0 | = 2 |BCe")- _ 2 二 ee -ee J) (9.64 
ET 


将 PAnwA(ei”) 分 解 为 
Prater) ~) Net) Ce 





其 中 N(e*) 定义 为 


p 
N(ei?) = > muenion (9-66) 
m=0 





显然 应 有 











N(ei?)A(e i®?) +N(e i?)A(e®) =0o°B(e®)B(e-i*) (9-67) 
由 维 纳 - 辛 钦定 理 ， 得 


Parwa(e®) = >》 rr(mn)eriom = Dpr(m)eiom + Dpr(-m)eio" (9-68) 














7 = 一 oo m=0 m=0 
这 里 
1 
ri(m) m=0 
px(m) =12 (9-69) 
rx(m) m0 
显然 
px(m) =px( —m) (9-70) 
令 
n e -jom 


。 8 Dan, 

-jom 一 N(e®”) 到 m=0 
Zp Ale®) 忆 
> aue Jom 


m=0 


(9-71) 
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p 
式 (9-71) 两 端 同 乘 以 Daye Ti", 比较 同 窜 次 项 的 系数 可 得 
m=0 


m 


nn = Dapr(m-i) m=0,1,,p (9-72) 
号 以 
当 已 知 估计 值 名 和 ?(m) 时 ， 可 得 
ii,= Dopbrlm-i) m=0,1,.,p (9-73) 
tS 和 


其 中 


(9-74) 





ry(m) m0 
根据 以 上 讨论 可 以 得 出 ARMA 模型 进行 功率 谱 估 计 的 步 又 . 
1) 由 随机 信号 x(n) 估计 出 其 自 相关 也 数 久 (0)， 和 (1),…, 和 (下) ，M>p +g 的 数值 。 
2) 将 和 (pg+1)， 和 (p-g+2),…,x(MM) 代入 修正 的 尤 尔 -沃克 方程 ， 利 用 最 小 二 
乘 估计 ， 求 出 ARMA 模型 参数 的 估计 值 O ,4,,… ,6&,。 





3) 计算 
i 
ry(m) m= 
Br(m) 于 
ry(m) m0 
nn 一 apx(m i) 
2 
4) 由 公式 


a p p p 
CO) De (Ls de) 
k=1 m=0 = 


m=0 





Pinwa(e™) = a (9-75) 
(1 + PheTiok) (1 + > breiot) 
k=1 k=1 
估计 出 随机 信号 x(n) 的 功率 谱 。 
需要 说 明 ， 采 用 ARMA 模型 进行 功率 谱 估 计时 ,需要 首先 确定 阶 数 p， 关 于 p 的 确定 ， 
限于 篇 幅 不 再 讨论 ， 读 者 可 参阅 有 关 文 献 。 


本 章 小 结 


在 实际 工程 中 只 能 根据 测量 到 的 有 限 数据 对 功率 谱 进 行 估计 。 为 了 改进 估计 的 质量 ， 人 
们 提出 多 种 功率 谱 估 计 方 法 ， 由 此 形成 了 数字 信号 处 理 的 一 个 极其 活路 的 研究 领域 。 本 章 首 
先 介 绍 了 衡量 估计 质量 的 指标 : 无 偏 性 、 有 效 性 和 一 致 性 ,介绍 了 信号 模型 的 概念 。 通 过 信 
号 模型 ， 将 一 个 随机 信号 特征 的 研究 转化 为 数字 滤波 器 的 参数 及 频谱 特性 的 信号 模型 研究 。 
接 下 来 ,介绍 了 经 典 谱 估计 方法 的 自 相 关 法 和 周期 图 法 。 自 相关 法 是 根据 随机 信号 序列 首先 
估计 信号 的 自 相 关 函 数 ， 然 后 根据 维 纳 - 辛 钦定 理 通过 FFT 估计 信号 的 功率 谱 。 周 期 图 法 是 
采用 随机 序列 的 数据 通过 FFT 直接 估计 信号 的 功率 谱 。 传 统 的 谱 估 计 方 法 物理 概念 清楚 ， 
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算法 简单 方便 ， 但 佑 计 的 质量 较 差 ， 功 率 谱 的 起 伏 较 大 ， 采 用 了 平均 周期 图 法 和 加 窗 的 方法 
可 以 改善 估计 质量 。 最 后 ， 讨 论 了 现代 谱 佑 计 方 法 。 这 种 方法 的 特点 是 : 首先 由 随机 信号 估 
计 自 相关 函数 ， 然 后 估计 信号 模型 的 系统 参数 ， 由 此 得 到 信号 模型 的 频率 特性 ， 再 根据 随机 
信号 通过 线性 系统 的 响应 特点 估计 随机 信号 的 功率 谱 。 在 现代 谱 估计 的 实际 应 用 中 ， 采 用 
AR 模型 进行 功率 谱 估计 研究 最 多 ， 使 用 也 比较 方便 。 


习 题 





9-1 设 随机 变量 了 的 大 阶 矩 刀 | 天 | 存在 ,又 设 y,y,,…,yw 是 了 的 一 组 样本 ， 试 证 
明 ; 样本 乱 太 郊 江 是 Y 的 阶 拓 IY 的 无 偏 估计 。 

9-2” 设 随机 变量 了 的 均值 和 方差 分 别 为 上 和 o?， 又 设 ,ys，…,yw 是 工 的 一 组 样本 ， 
利用 上 题 的 结果 证 明 ， 方差 的 估计 入 -> (94 - 反 )? 是 有 偏 估计 ， 其 中 -二 交 是 的 


值 的 估计 。 
9-3 各 态 遍 历 随 机 信号 X(z) 的 一 组 观测 值 x,(n) =|41,0,1,0,1|。 
N- |m|-1 


(1) 试用 各 (mw) = 二 一 一 如 (nn)wi(n + 黄 ) 估计 自 相关 函数 ; 


Im| n=0 
N-m-l 


(2) 试用 各 (m) = 高 加 二 (msi(n +m) 估计 自 相关 函数 ; 
放声 


(3) 用 周期 图 法 估计 XX(n) 的 功率 谱 Py (el*)。 
9-4 对 NN 点 数据 xy(n) ,=0,1,…,N-1， 试 证 明 : 


N-1 1 N-1 2 
> fy(m)e om = 一 2 x(n)e-ie" 
m= -(N-1) N 三 0 


9-5 各 态 遍 历 随机 信号 X(n) 的 AR 模型 为 x(n) talx(n-1) +wx(n-2)=N(n), 
其 中 N(n) 为 零 均值 白 噪声 , 已 知 X(n) 的 自 相 关 孙 数 ry(0) =3, ry(1) =2, rx(2)=1， 
试 分 别 根据 尤 尔 -沃克 方程 和 工 -D 递 推算 法 求 其 AR 模型 及 功率 谱 密 度 。 

9-6 一 个 平稳 随机 信号 的 前 4 个 自 相 关 函 数 是 rr(0) =1, rx(1) = -0.5, rx(2) = 
0. 625，rx(3) =0.685 ,使 用 这 些 自 相关 函数 分 别 建立 一 阶 、 二 阶 、 三 阶 AR 模型 。 (提示 : 
求解 尤 尔 - 沃 克 方 程 ) 




















第 10 章 ” 非 平稳 信号 的 时 频 
分 析 和 小 波 分 析 初 步 
本 章 简 单 介 绍 非 平稳 信号 的 特点 及 时 频 分 析 的 概念 ， 对 时 频 分 析 中 的 短 时 健 里 叶 变 换 、 


魏 格 纳 ( Wigner) 分 布 和 小 波 分 析 做 简单 介绍 。 为 了 讨论 方便 ， 本 章 中 一 般 以 连续 信号 为 
例 介 绍 相关 概念 ， 对 相关 性 质 进 行 讨论 ， 然 后 再 介绍 将 信号 离散 化 后 的 相关 结果 。 


10.1 非 平 稳 信 号 分 析 5 引 1 论 








10.1.1 非 平 稳 信号 


第 8 童 和 第 9 章 主 要 讨论 了 平稳 信号 特别 是 各 态 遍 历 信号 的 特性 以 及 谱 估 计 问 题 。 各 态 
遍历 随机 信号 分 析 的 主要 特点 是 利用 一 个 样本 信号 的 时 间 平 均 指标 可 以 得 到 随机 信号 的 统计 
平均 指标 ， 在 得 到 信号 自 相 关 函 数 的 估计 后 ， 根 据 维 纳 - 辛 钦定 理 ， 可 以 通过 离散 传 里 叶 变 
换 得 到 信号 功率 谱 的 估计 ， 也 可 以 通过 参数 模型 得 到 功率 谱 的 估计 ， 从 而 分 析 随 机 信号 的 
特征 。 

但 是 许多 实际 中 遇 到 的 信号 是 非 平稳 的 信号 ， 例 如 语音 信号 、 活 动 图 像 信号 、 心 电 图 、 
脑 电 图 、 雷 达 信 号 等 。 对 于 非 平稳 信和 号， 其 均值 、 方 差 、 相 关 函 数 等 统计 量 都 将 为 时 间 的 函 
数 ， 从 这 个 角度 上 来 说 ， 可 以 把 非 平稳 信号 称 为 统计 意义 下 的 时 变 信号 。 非 平稳 信号 的 为 
个 特征 是 ， 从 频 域 的 角度 来 看 ， 信 和 号 的 频率 是 随时 间 变 化 的 。 例 如 歌曲 的 音调 就 是 随时 间 而 
变 的 ， 其 频谱 也 是 时 间 的 函数 。 

信号 的 时 域 表达 和 频 域 表达 被 认为 是 研究 信号 时 两 种 最 有 用 的 表达 方式 ， 传 统 上 时 域 研 
究 和 频 域 研究 是 分 开 进行 的 。 我 们 不 是 在 时 域 中 来 研究 信号 的 特性 ， 就 是 在 频 域 中 来 研究 信 
号 的 特性 。 通 过 传 里 叶 变 换 ， 可 以 将 两 者 联系 起 来 。 对 于 一 个 连续 信号 x(t) ， 其 傅 里 叶 变 
换 的 定义 为 







































































FIx(1)] = | xD)e2d = X(j0) (10-1) 

X(jQ) 称 为 连续 信号 x(1) 的 频谱 ， 也 可 将 X(jC2) 称 为 频 域 信号 。X(jQ) 在 频 域 上 反 

映 了 信号 x(t) 的 特征 。 当 已 知 频 域 信号 X(jQ)， 可 以 通过 傅 里 叶 反 变换 求 得 时 域 信号 x(1)， 
其 公式 为 























wy = | 二 | X(j0) erdn (10-2) 





式 (10-1)、 式 (10-2) 的 积分 区 间 均 为 无 穷 ， 这 表明 传 里 叶 变 换 及 反 变 换 本 质 上 是 对 存在 于 
无 穷 区 间 上 信号 的 分 析 。 
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傅 里 叶 变 换 具有 一 个 很 大 的 不 足 ， 就 是 它 缺乏 时 间 和 频率 的 定位 功能 。 例 如 ， 某 连续 信 
号 在 不 同时 间 段 的 频率 不 同 ， 其 表达 式 为 
cosQ2t 0<it=r7 
x(t) =cos(yt Tc<is27 (10-3) 
0 其 他 
其 时 域 波 形 如 图 10-1a 所 示 。 设 


T 
cosQ2t | < 




















ti(t) = i=1,2 (10-4) 
0 其 他 
则 
x(1) -人 了 + 人] 
由 于 
Tt (Q+(2,)Tt (Q-02,)r 
F[5(D] = [sa + sa | (10-5) 
故 
X(j0Q) =FLx(iD] 
i (QQ+(2)7 (Q-0Q)T] _ar 
= [sa 7 + Sa 7 le 12 (10-6) 
tI, (0O+D)r (OQ-0)r] a 
+ [Sa + Sa je 
信号 的 幅 频 特性 如 图 10-1b 所 示 。 
X(t) 
0 5 2 7 
a) 
2 





b) 
图 10-1 频率 随时 间 改 变 的 时 域 信号 及 其 幅 频 特性 
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从 幅 频 特性 |XX(j0Q) | 中 可 以 看 出 ， 信 号 的 频谱 集中 在 +0 和 +(2 附近 ， 主 兴 宽 度 为 
2m/t， 但 难以 看 出 在 什么 时 间 段 哪 一 种 频率 起 作用 。 因 此 ， 传 里 叶 变 换 缺 乏 对 频率 的 时 间 
定位 功能 。 

由 于 非 平稳 信号 的 频率 通常 是 随时 间 改 变 的 ， 因 此 人 们 想 找 出 一 些 新 的 分 析 方 法 ， 以 克 
服 傅 里 叶 变 换 对 非 平 稳 信 号 分 析 的 局 限 性 。 


10.1.2 时 频 分 析 的 概念 


非 平稳 信号 的 统计 特征 是 随时 间 变 化 的 ， 其 信号 频率 也 随时 间 而 改变 。 因 此 非 平稳 信号 
的 频谱 特征 应 该 是 随时 间 变 化 的 。 类 似 于 对 于 变速 运动 的 物体 需要 了 解 不 同时 刻 的 瞬时 速 
度 ， 对 于 非 平稳 信号 ， 需 要 了 解 不 同时 刻 信 号 的 频谱 。 

一 个 很 自然 的 想法 是 : 可 以 认为 在 一 个 足够 小 的 时 间 段 内 ， 信 号 是 近似 平稳 的 ， 这 样 可 
以 在 不 同 的 时 间 段 开 一 个 时 间 窗 口 ， 利 用 傅 里 叶 变换 近似 求 得 该 时 间 段 内 信号 对 应 的 频谱 。 
设 窗 函数 为 w (=-r) ， 当 变化 时 ， 就 可 以 让 窗口 沿 时 间 轴 移动 ， 其 傅 里 叶 变换 为 















































op 


F[x(t)w(t - 7)] = {x(t -Teriad A STFT(OQ,7) (10-7) 

















STFT(Q，7T) 就 称 为 x(t) 的 短 时 傅 里 叶 变 换 (Short-Time Fourier Transform, STFT) ,其 
中 w(t) 是 窗 函 数 。 
在 相当 长 的 一 段 时 间 内 ， 短 时 傅 里 叶 变 换 是 分 析 非 平稳 信号 的 主要 工具 。 但 是 这 种 方法 
存在 一 定 问题 。 我 们 知道 ， 当 正弦 信号 持续 无 穷 区 间 时 ， 其 频谱 为 仅 含 冲 激 的 线 谱 ， 即 
Fleos()t] =T[6(0Q+(%) +6(0 -0 )] (10-8) 
其 频谱 如 图 10-2a 所 示 。 当 采用 一 个 时 间 宽 度 为 7 了 了 对称 于 时 间 轴 的 矩形 窗 作 用 于 该 信号 时 ， 


得 到 加 窗 正弦 信号 为 
x(1) =cos0or[u(1+ 子 ]+u(1- 字 有 


A | 
2 ” 列 





























其 傅 里 叶 变换 为 








x(i0) =- 工 [ss 生 (10-9) 
加 窗 后 ， 频 谱 从 孤立 的 离散 冲 激 谱 线 变 成 连续 的 频谱 ， 除 了 集中 在 和 和 -02 附近 宽度 为 
27/7 的 主流 频谱 外 ， 还 有 其 他 频率 的 频谱 信号 ， 如 图 10-2b 所 示 。 可 见 ， 加 窗 信和 号 的 传 里 


人 FIcosQo 

















(T) (7) 











QT 


2T/ 了 7 2T/ 了 

















图 10-2 正弦 信号 的 频谱 和 加 窗 正弦 信号 的 频谱 























188， 数字 信号 处 理 及 其 应 用 


























叶 变 换 并 不 能 非常 准确 地 反映 该 段 时 间 内 信号 的 真实 频谱 。 若 选择 窗口 信号 越 窄 ， 即 时 间 定 
位 越 准确 ， 则 了 越 小 ， 主 办 越 完 ， 频 率 分 辨 率 越 差 。 这 是 因为 加 窗 正弦 信号 的 频谱 实际 上 
是 矩形 窗 频 谱 和 正弦 信号 频谱 的 卷 积 ， 使 得 这 个 频谱 产生 了 变形 。 如 果 加 大 窗口 的 时 间 长 
度 ， 虽 然 可 以 使 得 频率 分 辩 度 得 到 改善 ， 但 又 会 使 平稳 性 的 假设 难以 得 到 满足 。 短 时 傅 里 叶 
变换 通过 选择 合适 的 窗 函 数 ， 可 以 使 频谱 主办 的 扩展 得 到 一 定 改 善 。 这 种 方法 的 最 大 难度 是 
难以 针对 实际 的 非 平稳 信号 找到 一 个 合适 的 窗 函 数 。 

短 时 伟 里 叶 变 换 已 经 将 单一 的 频 域 分 析 扩 展 到 时 域 和 频 域 的 联合 分 析 , 但 是 由 于 和 窗 函 数 
是 固定 的 ， 因 此 是 非 平稳 信号 的 一 种 单一 分 辨 率 的 信号 分 析 方法 ， 还 不 是 严格 意义 上 的 时 频 
联合 分 析 。 所 谓 时 频 分 析 ， 其 基本 思想 就 是 构造 一 种 时 间 和 频率 的 联合 分 布 函 数 ， 可 以 描述 
非 平稳 信号 的 能 量 密度 随时 间 和 频率 的 变化 而 呈现 的 形态 和 性 质 ， 既 具有 较 好 的 时 间 分 辩 
率 ， 也 具有 较 好 的 频率 分 辨 率 。 时 频 分 析 中 典型 的 时 频 分 布 是 魏 格 纳 - 威 尔 (Wigner- Ville) 
分 布 ， 其 表达 式 为 
























































W.(1,0) = jl + 工人- 工 je-ads (10-10) 

式 中 , x* ( 是 x(t) 的 共 斩 。 丈 (1 2) 具有 一 些 良好 的 性 质 ， 是 时 频 分 析 应 用 中 非常 重 
要 的 一 种 分 布 。 在 20 世纪 80 年 代 左右 先后 提出 10 余 种 时 频 分 布 ， 后 来 把 这 些 分 布 统称 为 
克 翰 (Cohen) 类 时 频 分 布 。 

时 频 分 析 的 相关 研究 工作 ， 例 如 不 确定 原理 、 核 函数 的 选择 、 交 又 项 的 抑制 等 研究 极 大 
地 丰富 了 非 平稳 信号 分 析 与 处 理 的 理论 体系 ， 得 到 广泛 的 应 用 。 

除了 通过 时 频 联 合 分 布 外 ， 也 可 以 采用 联合 时 间 和 尺度 域 来 描述 非 平 稳 信号 ， 这 正 是 小 
波 分 析 (Wavelet Analysis) 的 思想 。 所 谓 小 波 分 析 ， 是 对 于 任 一 给 定 信 号 x(t) ， 找 到 一 个 基 
本 母 小 波 函 数 h(t) ， 采 用 不 同 的 尺度 因子 a (a >0) 和 位 移 因 子 5»， 构 成 如 下 的 小 波 基 范 
数 ， 即 














_1,/t-b 
h(t) -人 了 】 (10-11) 
而 小 波 变换 则 定义 为 
WT(a,b) = [x(DRe,( nd (10-12) 


—% 


小 波 分 析 是 一 种 非 平稳 信号 的 时 间 - 尺 度 分 析 ， 用 以 替代 时 频 分 析 中 的 时 间 - 频率 分 析 。 当 尺 
度 因子 a <1 时 ， 咱 寺 款 在 时 城内 将 MG) 压缩 ， 而 当 尺度 因子 w >1 时 ， a( 未 丰 时 


1 1 

a a 
域内 将 h (1) 展 宽 。 由 傅 里 叶 变 换 的 性 质 可 知 ， 当 时 域 压 缩 时 频 域 展 宽 ， 时 域 展 宽 时 则 频 
域 压缩 。 这 样 通过 尺度 因子 的 取 值 ， 可 以 得 到 不 同 的 频 域 分 辨 率 。 相 对 于 由 于 窗 函 数 固定 而 
使 得 采用 同一 分 辨 率 分 析 信 号 的 短 时 依 里 叶 变 换 ， 小 波 分 析 通 过 不 同 的 时 间 尺 度 来 观察 信 
号 ， 实 际 上 是 采用 不 同 的 频率 分 辩 率 来 分 析 非 平稳 信号 。 这 使 得 对 于 信和 号 的 分 析 既 可 以 看 到 
全 貌 ， 又 可 以 观察 到 细节 。 小 波 分 析 是 非 平稳 信号 分 析 的 有 力 工 具 ， 取 得 了 丰富 的 成 果 ， 后 
面 将 简要 介绍 一 些 主要 结论 。 
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10.1.3 不 确定 原理 


在 非 平稳 信号 分 析 中 ， 时 间 和 频率 是 最 主要 的 分 析 变量 ， 对 于 时 频 分 析 ， 时 间 分 辨 率 和 
频率 分 辨 率 是 两 个 重要 概念 。 根 据 前 面 的 讨论 可 以 知道 ， 传 里 叶 变换 的 时 域 分 辩 能 力 与 频 域 
分 辨 能 力 是 相互 矛盾 的 ， 对 时 域 变 换 很 快 的 信号 ， 其 频谱 占据 频带 就 比较 宽 。 例 如 对 于 和 矩形 
脉冲 ， 在 时 域 持 续 时 间 越 得， 频谱 的 主办 宽度 就 越 宽 ， 这 就 是 说 ， 当 信号 具有 好 的 时 域 分 辩 
能 力 时 ， 频 域 的 分 辩 能 力 就 比较 差 ， 反 之 亦 然 。 那 么 ， 能 否 有 一 种 分 析 方法 ， 使 得 信号 的 时 
域 分 辨 能 力 和 频 域 分 辩 能 力 都 很 好 ， 理 想 的 状况 是 同时 可 以 达到 任意 精度 的 时 域 分 辩 率 和 频 
率 分 辨 率 ， 然 而 不 确定 原理 告诉 我 们 ， 任 意 信号 时 域 分 辨 率 和 频 域 分 辨 率 之 间 的 关系 要 受到 
一 定 的 限制 。 


设 x(1) 为 能 量 信号 ， 即 














| ls) Pd <o 


假定 *( 的 能 量 主要 集中 于 加 + 7 的 范围 内 ， 而 频谱 |X(j0) | 的 能 量 主要 集中 于 Co + 有 范 
玮 内 ， 借 助 二 阶 矩 的 概念 表达 信号 能 量 的 分 布 ， 定 义 








应 

自 

(t — to) x (t) dt 

T = | > (10-13) 


% 四 


| (Du 


一 oo 





| (0-8) 17G2) Rao 
| (10-14) 
| xio) Pan 


一 oo 


式 (10-13) 和 式 (10-14) 中 ， 分 子 表 示 信 和 号 能 量 分 布 的 方差 ， 分 母 代 表 信 和 号 的 能 量 ， 起 到 
归 一 化 的 作用 。7, 称 为 信号 x(t) 的 时 宽 ，B ， 称 为 信号 x(t) 的 带宽 ， 显然，T,、B, 均 为 
有 限 的 数 。 不 失 一 般 性 , 设 t =0,，0Q, =0， 则 有 
[ee Wal 
T= (10-15) 


x 上 


20Dd 


一 双 




















[eo xio) Paol 
Bb, | (10-16) 
| IxG0) lan 


—% 


令 xi(t) =x( 甩 ) ， 表 示 拉 伸 后 的 时 域 信号 , 左 表 示 拉 伸 比 ,由 傅 里 叶 变换 的 性 质 可 知 
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io) =4x (i 时] 



























































则 
| 1 上 | (三 ) | 
oR a _ | == We 
和 < _ 7, 
| ju J #5a(§) 
fe Mio) ao | (2 x(i@)| ao > 
DB = = 二 这 
| neo an) Lf hm 
Le a 
= = kB, 
pa 
号 
故 有 
TB,, = [Ja =7.B, (10-17) 








这 说 明 ， 信 号 的 拉 伸 变换 不 影响 信号 的 时 宽 与 带宽 的 乘积 ， 或 者 说 ， 信 号 的 时 宽 与 带宽 的 乘 
积 有 可 能 为 一 个 常数 。 下 面 对 这 个 问题 进行 进一步 的 讨论 。 
由 侍 里 叶 变 换 的 微分 性 质 

















FL -jx (t)] =0X(j0) 
根据 傅 里 叶 变 换 的 帕 斯 瓦 尔 定理 
































| xX(j0) |2d0 = J (41)2d (10-18) 


| 2 [XC dn = | |- (#2) Pd = ) % (1)?d (10-19) 
式 (10-18)、 式 (10-19) 代入 式 (10-16) 有 


op 


| "| 


8 





有 = 





[sx (1)2dt 
因此 | 
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op 


[Pe (a 上 | Ge | 0 [| ja 








TB = | 二 es 
| (Du [2a | feu 


采用 内 积 的 符号 表示 分 子 





T.B, = [kx ,tx) J [ (2 ]? 


Jo 





由 内 积 的 许 瓦 效 不 等 式 





i | | li 
7 有 > jx, _ 本 











ln fea | 矶 末 
和 | 和 (10-20) 
x (i)t|*, 一 Eee 
2 | [EE 
由 于 x(i) 为 能 量 信号 ， 故 可 假定 lim tw (2) =0， 于 是 有 
7.B, > (10-21) 


式 (10-21) 称 为 不 确定 原理 。 不 确定 原理 表征 了 信号 的 时 域 分 辨 率 和 频 域 分 辨 率 的 关系 ， 
即 人 们 不 可 能 同时 得 到 很 准确 的 时 域 分 辨 率 和 频 域 分 辨 率 ， 信 和 号 时 宽 减 少时 ， 其 带宽 必然 增 
大 。 这 表明 无 论 怎样 寻找 ， 也 不 可 能 找到 既 有 任意 小 时 宽 、 又 有 任意 小 带宽 的 窗 函 数 。 


10.2 ” 短 时 傅 里 叶 变 换 

















前 面 已 经 指出 ， 仅 将 矩形 窗 加 在 非 平稳 信号 上 ， 加 窗 信号 的 傅 里 叶 变换 并 不 能 非常 准确 
地 反映 该 段 时 间 内 信号 的 真实 频谱 。 这 是 因为 加 窗 正弦 信号 的 频谱 实际 上 是 矩形 窗 频 谱 和 正 
弦 信 号 频谱 的 卷 积 ， 使 得 这 个 频谱 产生 了 变形 。 短 时 傅 里 叶 变换 通过 选择 合适 的 窗 冰 数 ， 可 
以 使 频谱 主办 的 扩展 得 到 一 定 改 善 。 


























10.2.1 连续 信号 的 短 时 傅 里 时 变换 


对 非 平 稳 信 号 x(:;) ， 假 设 有 一 个 光滑 的 窗 函 数 w(t)， 窗口 w(t) 沿 时 间 轴 移动 ， 其 中 
心 位 置 为 rz， 则 短 时 仿 里 叶 变 换 定义 为 
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STFT (71,0) = F[x(Dos( -Do] = [sw" (1 - Tt)e-itqr (10-22) 


式 中 , “ * ”表示 复数 共 二 。 如 果 w(t) 为 实 函 数 ， 则 w* (1) =w(1)。 从 定义 可 以 看 出 ， 短 
时 伟 里 叶 变 换 STFT,(r，O) 是 时 间 t 和 频率 0 的 二 元 函数 。 信 号 x(1) 在 时 刻 r 的 短 时 傅 
里 叶 变换 就 是 信号 x(1) 乘 以 一 个 以 z 为 中 心 的 窗 函 数 w(t - z) 后 所 进行 的 傅 里 叶 变 换 ， 因 
此 ， 对 某 一 时 刻 +，STFT, (t+，0Q) 可 视 为 该 时 刻 的 局 部 频谱 。 但 是 只 要 窗口 宽度 不 为 零 ， 
就 不 能 得 到 真正 意义 的 瞬时 频谱 。 并 且 由 不 确定 原理 可 知 ， 如 果 时 间 窗 口 缩短 ， 则 频率 分 辨 
性 会 相应 变 低 。 如 果 将 时 间 窗 无 限 延长 并 且 令 w(1) =1， 则 短 时 傅 里 叶 变 换 就 退化 为 传统 的 
传 里 叶 变换 。 

由 于 STFT, (+，0) 物理 意义 明确 ， 计 算 比较 简明 ， 在 一 段 时 间 内 成 为 时 频 分 析 的 主要 
分 析 方 法 之 一 ， 在 图 像 分 析 、 语 音信 号 处 理 、 生 物 医 学 信号 处 理 等 领域 得 到 广泛 应 用 。 


例 10-1 求 余 弦 信 号 x(1) =cosQt 在 正 态 分 布 窗 函数 w(t1 - r) =e 作用 下 的 短 时 傅 
里 叶 变 换 STFT, (r，O) 。 










































































oo 
-a(1-7)2 


STFT, (7,02) = [x(We 2 eidd; = | 3(e% + ei )e™ Te-ioge 


—% 一 oo 


由 于 
F|3 (Wteit) |=7[6( 0+0,) +8(0-0)] 


Fa /5。 - (至 :jior) 
a 


根据 传 里 叶 变 换 的 卷 积 定理 

















-a(t-7)2 


STFT, (1,0) = 二 F[ 却 (em te-it) | * Fre | 


=3[6(Q+0,) +6(Q-0)]* [fe G0) 











en 下 {e- [2 icoronr] Fe [和 1j(0-0)7:] | 
a 
TT (Q+00)2 (2-00)2 2 
当 r=0 时 ，STFT, (0，O) = 3 [ew +e-” ww ]， 图 形 如 图 10-3 所 示 。 


分 析 本 例 w(t-r) 和 STFT,, (+，Q2) 的 表达 














式 可 以 看 出 ，a 越 大 ， 时 域 窗口 越 罕 ， 频 域 的 频 人 

谱 扩 展 越 宽 。 但 是 正 态 分 布 窗口 已 经 使 得 频谱 不 J 

存在 振荡 效应 ， 而 且 频 域 能 量 主要 集中 在 0、 A /A 

_ 0 附近， 如果 适 当选 择 a 的 数值 ， 可 以 近似 

反映 cos(2 的 频谱 。 -20 0 20 5 

















短 时 传 里 叶 反 变换 有 多 种 表示 方式 ， 其 中 基 图 10-3 ”余弦 信和 号 在 正 态 分 布 窗 函 数 
本 的 反 变 换 表 示 式 为 作用 下 的 STFT, (0，O) 
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a 去 | | STFT, CrO)olt ~ Dei2rdrdg (10-23) 


= = 





其 中 窗 函 数 必须 满足 所 谓 完全 重 构 条 件 ， 即 


op 


J ww ou = | luc esi (10-24) 
在 语音 信号 分 析 的 应 应 用 中 ， 历史 上 还 曾经 提出 了 六 普 图 的 概念 。 谱 图 的 定义 为 


Su(r,O) = |STFT,(T,0) | = | fat - Deriad] (10-25) 


谱 图 反映 了 信号 在 联合 时 频 域 内 的 能 量 分 布 ， 它 总 是 实测 数 。 在 很 长 一 段 时 间 内 ， 谱 图 方法 
是 短 时 信里 叶 变 换 分 析 非 平稳 信号 的 主要 工 贞 。 


对 序列 x(z) ， 以 w(z- 浆 ) 为 窗口 的 离散 短 时 傅 里 叶 变换 定义 为 




















STFT, (m,w) = >» x(n)w” (n—m)eie” (10-26) 


n=—-% 


对 于 有 限 长 窗口 序列 w(n) (n=m-L+1, -LL+2,…,m,m+1,…,m+ 上 -1)， 为 了 应 用 DFT 
计算 STFT,(m, w), 令 N=2L-1， 代入 w= 和 6% 就 有 


m+L-1 
STDFT,(m,k) = 多 x(n)w’ (nm)eiv (10-27) 


n=m-L+l 


由 离散 短 时 傅 里 叶 变 换 求 原 序列 的 公式 为 

















关 ( 天 外 三 Dy F STDFT, (m, 有 ) ein (10-28 ) 


m n=0 


式 中 ,，m 的 取 值 范 围 与 序列 x(n) 的 长 度 及 窗口 的 长 度 有 关 。 


10.3 魏 格 纳 (Wigner) 分 布 





10.3.1 Wigner 分 布 的 定义 
设 x(1t) 为 时 间 信 号 ， 则 Wigner 分 布 的 定义 为 


W.(1,0) = J + (: -三 )。 -i2rdr (10-29) 
式 中 , x* (1) 表示 x(t) 的 共 恩 ， 当 *() 为 实 信号 时 ， x“ (1) =x(t)。 下 面 解释 一 下 Wigner 
分 布 的 意义 。 设 x[ 三 | 为 实 值 函 数 ， 记 A= 王 ， 则 sz(A) 、x(1+A) 和 x(1-A) 的 波形 分 别 
如 图 10-4a 所 示 ，x(i+A)xG-A) 的 波形 如 图 10-4b 所 示 ， 而 WW (2) 就 是 让 1; 改变 时 ， 
对 任意 1 所 得 到 的 x(1+ 和 A)x(t -和 A) 波形 所 进行 的 傅 里 叶 变 换 。 

下 面 举 几 个 例子 。 















































194， 数字 信号 处 理 及 其 应 用 




















Xx(4) 
O 
X(CHA)X( 太 人 ) 
x(+ 思 xX( 太 人 4) 
-+t ol t 7 -1 Ol 1 元 
a) b) 
图 10-4 ”Wigner 分 布 的 意义 
例 10-2 求 x(1) = ejQ2o! 的 Wigner 分 布 。 
解 : W.(1,0) = | gm) [em 3)] * -jiQrqr = [et ei -3)] eiorgr 


= | etre-inrdr= 256(0 - 0,) 

可 见 对 于 任意 上 ， 取 (1，2) 都 是 一 个 在 2 = 纪 处 强度 
为 2 的 冲 激 ， 既 保留 了 x(t) = ei%! 的 频谱 特征 ， 又 显 
示 了 其 Wigner 分 布 与 时 间 i 无 关 的 特点 ， 其 Wigner 分 
布 示意 图 如 图 10-5 所 示 。 

例 10-3 求 x(1) = eio 的 Wigner 分 布 。 

解 : 可 以 将 x( 看 作 x(1) =ei?20', 而 0Q(1) = 地 
的 频率 随时 间 变 化 的 信号 ， 因 此 其 Wigner 分 布 应 与 时 




















420 


2 


图 10-5 ”ei%! 的 Wigner 分 布 示意 图 


间 上 相关 。 
W(t,02) = [eri) eri-F) einrdr= [gle reinrar 
= 276(02 - 2at) 


其 Wigner 分 布 示 意图 如 图 10-6 所 示 ， 可见 WW (1，Q2) 为 
人 ~ 平面 内 的 直线 Q=2ar 上 ， 强 度 为 25 的 冲 激 ,反映 出 
信号 频率 随时 间 变 化 的 特点 。 

应 该 注意 ， 在 时 域 中 ，Q(t) = at， 而 在 Wigner 分 布 
中 ， 线 谱 分 布 在 直线 Q =2a 上 ， 有 所 不 同 。 但 是 ，Wigner 
分 布 已 经 反映 出 信号 频率 随时 间 变 化 的 相关 规律 。 

例 10-4 求 x(1) =cos0 的 Wigner 分布 。 


解 : 由 于 cos{2t - 记 ( ei + e -i ) | 故 有 


W(t, 2) 





> 


图 10-6 ei 中 的 Wigner 分 布 示意 图 
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W(t,02) = | [ ei (到 ) 二 ej (二 [e-i% (3) 辫 ei% (1+3)]e-iNrdr 


op 


= 半 | (cos(%) T+ cos2(%t)e -这 rdr 


一 2 


本 [5C0 + 人 00) +6(0Q -0%)] +(Tmcos2001)56(00) 
cos{201 的 Wigner 分 布 示意 图 如 图 10-7 所 示 。 


W(t, 2) 





420 
人 


图 10-7 ”cos 人 201 的 Wigner 分 布 示 意图 


值得 注意 的 是 ，W,(1，0) 在 直线 Q= 44%、Q= - 2 上 的 冲 激 线 谱 反 映 了 原 信号 的 频谱 
分 布 ， 除 此 之 外 ， 还 多 了 一 项 在 直线 2 =0 上 强度 随时 间 变 化 的 冲 激 线 谱 ， 这 个 线 谱 称 为 交 
又 项 。 交 义 项 不 能 反映 原 信 号 的 频谱 ， 这 是 Wigner 分 布 的 一 个 缺点 。 
0 试 求 Wigner 分 布 。 
解 : x(1) 的 波形 图 如 图 10-8 所 示 。 
从 图 中 可 以 看 出 ， 对 于 任意 /，z 必 须 在 一 定 范围 


内 ， 才 可 以 使 得 *(: 了 ( 于 版 得 非 夫 值 即 有 








例 10-5 设 x (1) -| 





























:+ 于 |<7 -7 ft72 1 7/2 了 7 
t+ & t— : =1 . 
on 2 图 10-8 例 10-S$x(i) 的 波形 图 
1 一 一 | 所 了 
人 
因此 要 求 
| -27T-21<7<27 -21 
-2T+21<7<2T +21 
取 两 组 不 等 式 的 交集 有 
-27+2|1 过 rs27 -2 1 
故 


sr- 2sin[20(7 - |1|)] 
W,(1,0) = | er-i2rdr = 7 
-27+2 | 1 | 0 | | ~T 
1 





ls7 
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可 以 看 出 本 例 Wigner 分 布 的 特点 : 当 t 固定 时 ,WV (t,，Q2) 是 的 抽样 函数 ，Q=0 时 
取得 最 大 值 ， 其 最 大 值 为 4(7- |1|)( ||<7)。 当 0Qz0 且 为 定 值 时 ，W,(:，Q) 随时 间接 


正弦 规律 变化 ， 且 在 2Q(7T- |1|) =km 时 过 零 , 在 202(T- |t|) =km + 了 时 取得 极 值 ， 但 当 
250 时 ， 丈 (1，02) 总 是 取得 极 大 值 4(7-|11|)(|i|<7)。 
10.3.2 ” Wigner 分 布 的 基本 性 质 


Wigner 分 布 具 有 一 些 良好 的 性 质 ， 正 是 这 些 性 质 使 得 Wigner 分 布 得 到 了 广泛 应 用 。 下 
面 对 其 主要 性 质 做 简单 介绍 。 
1. 边缘 特性 (积分 特性 ) 


(1) 时 间 边 缘 性 质 
对 任 一 时 刻 t， 玉 ,(1，Q) 沿 Q 轴 的 积分 等 于 该 时 刻 信号 的 瞬时 功率 ， 即 


= W(t,02)d02 = |x(t) b (10-30) 
式 (10-30) 可 证 明 如 下 ， 由 于 
0 
交换 积分 顺序 ， 


ir W.(1,0)d0 = 厂 (了 (二 太 oapjar 
i 


| ja( Dar= [zti) 
量 随时 间 的 分 布 情况 。 


“(e+ 
-| le 


由 此 可 见 ， 丈 , (1，Q) 可 以 反映 出 信和 号 的 
(2) 频率 边沿 性 质 
对 任 一 频率 QQ，W.(1，Q) 沿 1 轴 的 积分 等 于 该 频率 时 信号 的 能 量 谱 密 度 值 ， 即 


上 W(t,02) dt = |X(j0) |? (10-31) 


际 


频率 边沿 性 质证 明 如 下 : 
设计 (j0) =7[x(i+ 王 )]， % (i0) =P|x*(:-]] 则 
Xi(jQ) = rl (SS "| = eez[*( 三 ) = 2X(j20)ep2 





%, (i0) = F|x* 人 下 | 2X* (j202)e-P2 
由 傅 里 叶 变 换 的 频 域 卷 积 性 
W,(1,0) = FX (j0) * Xs(j0) 

















和 
= 23 | Yn) -im) dn 


EM 
= | zz) (20 - j2n) er Vdn 


一 2 
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令 21=0+ 全， 则 


W000) = x(n+i£)r (o£ ema 


= rx(i2+j$)x" (io - 亏 ) |, 


式 (10-32) 也 称 为 Wigner 分 布 的 频 域 形式 。 由 此 可 得 


(10-32) 


x(jQ ris) (0-£)= FLEW,0)] 1, = [了 CO)ened 
令 Z=0 有 


XOX* (0) = [XG FP = {WC,0)d 
这 正 是 式 (10-31)。 
由 边缘 性 质 可 知 ，Wigner 分 布 是 信号 在 时 - 频 空 间 上 的 能 量 密度 分 布 ， 因 此 它 在 时 - 频 
平面 上 的 积分 等 于 信号 的 总 能 量 ， 即 有 
a | W100) dd = | x(t) dt (10-33) 








2. 实 值 性 和 对 称 性 
1) 不 论 是 实 信 号 还 是 复 信号 ， 信 和 号 的 Wigner 分 布 是 实 值 函数 。 
此 性 质 由 定义 很 容易 证 明 。 对 Wigner 分 布 定义 式 (10-29) 两 端 取 共 罗 有 














> (1,0) = [wi (1:-£) jQrgz 


= -7， 则 有 





W”* (1,0) = jt + (: - 卫 j -i dy = W(t,02) 

2) 实 信号 的 Wigner 分 布 不 仅 是 实 值 函 数 ， 还 是 0 的 偶 函 数 。 

此 性 质 也 可 由 定义 证 明 ， 此 处 从 略 。 

3. 有 限 支撑 性 

若 时 域 信号 *(i 仅 在 区 间 (全 ,已 ) 内 取 到 非 零 值 ， 在 其 他 区 间 均 为 零 ， 则 称 *(:) 限 
制 在 二， 已 ) 内 。 若 当 *(b 限制 在 (#, 二) 内 、X(jQ) 限制 在 (0Q， 2) 内 时 ， 其 时 
频 变 换 被 限制 在 | (#1, 与 ) ~ (0 ， 2)| 内 ， 则 称 该 时 频 变 换 具有 弱 有 限 支 撑 。 如 果 对 所 
有 (1) 取 零 值 及 X(jQ2) 取 零 值 的 区 间 ， 其 时 频 变 换 均 取 零 值 ， 则 称 该 时 频 变 换 具 有 强 有 
限 支撑 。 

一 般 的 时 频 变 换 很 难 具 有 强 有 限 支 撑 。Wigner 分 布 是 弱 有 限 支撑 的 时 频 变 换 ， 而 短 时 
傅 里 叶 变 换 不 具备 弱 有 限 支 撑 性 。 

4. 反 演 性 质 

由 于 
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W(t,02) = [al 和 Fe (， _ 王 jeordr 


一 0 





故 可 得 
«(1+ 于 je (， -了 = F-I[ 丈 (0)] = ol W.(1,0) eord0 
a 则 t+ =， 1 一 本 =0， 再 将 + 用 i: 代 换 ， 则 有 
1 1 t :0 

xD = 有 fm.(3 ,0 jardn (10-34) 

式 (10-34) 称 为 Wigner 反 变 换 。 同 理 可 得 
加 1 和 0 —j(2 
(0) 二 | w.(i,5 )e-2u (10-35) 


可 见 ， 由 Wigner 分 布 W(t，Q2) 可 重 构 x(t) 和 XX(jQ)。 

5. 位 移 性 质 

已 知 x(1) 的 Wigner 分 布 为 W(t，Q)， 现 将 x(1) 沿 时 间 轴 移 位 At， 得 到 (1t - Ai) ， 
现 求 对 应 的 Wigner 分 布 。 

记 1' =i -At， 则 


Wa (t,2) = | sl Aji + 二 ( = Ai - 三 js-ordr 


[le + Ea 中 — 三 je-aordr 

W.(1,0) = W(t -AL,0) 

这 说 明 : x(t) 时 移 后 得 到 x(t -At) 的 Wigner 分 布 也 沿 时 间 轴 移动 At。 
同 理 可 求 得 


Wo (t,(2) = | [>( 


Lomi ( a 工 je- 癌 (下 erdr 
2 2 


[| (i+ 荆 j， (= 了 |e rar= W.(1,0 -0,) 
这 说 明 ， 当 w(t) 被 调制 为 x(1)ei%! 时 ， 其 Wigner 分 布 沿 频率 轴 移 动 0 。 
eh ] ‘ | Sh 试 求 Wigner 分 布 。 
0 It|>7 
解 : 利用 例 10-5 的 结果 ， 由 频 域 位 移 性 质 可 得 
人 1)] 
W(t,02) = 4 一 (7 
0 [| > 了 


例 10-6 设 x(1) .| 





6， Wigner 分 布 的 交叉 项 
Wigner 分 布 的 交叉 项 是 影响 其 广泛 应 用 的 主要 原因 之 一 。 若 信和 号 可 表示 为 两 个 信号 的 
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者 加 ， 即 有 
X() =x1(t) + xX (1) 
其 Wigner 分 布 为 
Wi,0) = 全 x(s + I)e" (- 工 jeondr 


一 


= | a (: 率 TF) ( 工 )e -ji2zrd7r+ I 人 十 荆 j ( 则 王 je-2dr+ 


一 0 


| a (: + 三 )m _ ( 时 节 )e -jQTqzt+ | «li 三 j ( TT jerdr 


= W, (1,0) + W, (1,0) + W, (1,0) + 有 (1,0) 


(10-36) 
可 见 两 个 信号 和 其 Wigner 分 布 除 了 各 自信 号 的 Wigner 分 布 外 ， 还 有 交叉 项 W(t, 人 (2) 和 
(t，Q2)。 交 叉 项 还 可 进一步 化 简 。 由 于 


W(t,02) = | ‘(1 + Ea (: 一 荆 je-erdr 


四， %1 


设 s= -z， 则 


Wa ll) = 2 (1 +) (ti) 


ER 


W,(1,0) =W, (1,0) + W, (1,0) +2Re[ W, ,, (1,0)] (10-37) 
交叉 项 的 存在 是 Wigner 分 布 的 主要 缺点 ， 多 年 来 ， 学 者 们 针对 较 少 交叉 项 的 影响 进行 了 很 
多 研究 ， 提 出 了 一 些 减 少 交叉 项 影响 的 方法 。 


10.3.3 ”Wigner 分 布 的 应 用 


Wigner 分 布 可 以 应 用 于 工业 过 程 中 某 些 非 平稳 过 程 状 态 特 性 的 识别 ， 其 时 频 分 布 可 以 
反映 非 平稳 过 程 的 特性 随时 间 的 变化 。 

Wigner 分 布 的 一 个 主要 应 用 是 可 以 分 析 非 平稳 信号 的 瞬时 频率 。 设 信号 x(1) 为 一 个 解 
析 信 号 ， 即 有 


故 有 


x(t) =a(bi)eie(0) (10-38 ) 
则 信号 的 瞬时 频率 的 定义 为 
《2 (1) = 名 (10-39) 
对 式 (10-38) 两 端 求 导 有 
(1) = oie rja(W) ee) 5 


而 


x* (1) =a(t)e- i?) 
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故 有 
#1)" (1) = [Cer +ja() er Hela) ew 
. . (10-40) 
= 吾 o(D +j [a(D)]? 
可 见 
Im[ x (t)x*(t)] Iml x (t)x” (tb ] 
(2:(£) = = 10-41 
”Tao Eo we 
由 式 (10-30) 可 知 
(OP = 走 帮 W(t,0)d0 
其 次 可 以 证 明 
去 厂 WG,0)d0 = 3 [se = sD) b= mm[s(Oxz*(9] 
因此 有 
OW.(1,0) dn 
(2.(1) = ImLxz(CDOx (DD)] _ ps (10-42) 


|x(i) 上 * | [ W. (1,0) dQ 


式 (10-42) 的 意义 为 ，Wigner 分 布 在 时 刻 上 对 2 分布 的 一 阶 矩 〈 平 均值 ) 就 是 信号 的 瞬时 
频率 。 

相对 于 其 他 的 时 频 分 布 ，Wigner 分 布 的 集聚 性 比较 好 。 

Wigner 分 布 还 可 以 较 好 地 表征 脉冲 式 正 弦 信 号 的 特性 。 传 统 上 ， 采 用 频率 响应 衡量 系 
统 对 不 同 频率 正弦 激励 作用 下 的 响应 特征 ， 采 用 的 数学 工具 是 传 里 叶 变 换 。 而 正弦 激励 信号 
原则 上 持续 的 时 间 应 当 足 够 长 ， 理 论 上 应 当 持续 无 穷 区 间 。 但 是 在 雷达 、 超 声波 、 音 箱 等 方 
面 的 应 用 中 ， 常 常 遇 到 持续 时 间 很 短 的 脉冲 式 正弦 信号 ， 需 要 分 析 这 些 信 号 的 特征 。 

例如 对 于 音箱 的 失真 度 分 析 ， 传 统 上 主要 用 幅 频 特性 来 衡量 失真 度 。 但 是 实际 的 音乐 都 
是 由 比较 短促 的 音符 组 成 的 ， 越 是 轻快 的 音乐 就 越 是 如 此 ， 这 样 基于 幅 频 特性 的 失真 度 分 析 
就 会 带 来 一 定 误差 。 采 用 脉冲 正弦 函数 的 Wigner 分 布 来 测试 音箱 的 失真 度 ， 可 以 得 到 更 为 
准确 的 结果 。 一 般 说 来 ， 频 带宽 而 均匀 、 持 续 时 间 较 短 、 延 迟 小 、 群 延迟 恒定 、 在 时 频 平面 
上 近似 为 细 长 矩形 分 布 的 特性 为 较为 理想 的 音箱 时 频 分 布 特性 ， 这 样 的 音箱 对 于 各 种 频率 的 
短促 音节 失真 度 都 比较 小 ， 音 乐 更 为 动听 。 


10.4 小 波 分 析 初 步 


小 波 分 析 采 用 联合 时 间 和 尺度 域 来 描述 非 平 稳 信 号 ， 由 于 小 波 分 析 的 特点 ， 使 得 对 于 信 
号 的 分 析 既 可 以 看 到 全 貌 ， 又 可 以 观察 到 细节 。 本 节 简要 介绍 小 波 分 析 的 一 些 主 要 结论 。 
10.4.1 小 波 变换 的 定义 和 特点 

对 于 任 一 信号 x(t) ， 给 定 一 个 基本 小 波 函 数 h(1)， 采 用 不 同 的 尺度 因子 a 和 位 移 因子 
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0， 构 成 如 下 的 小 波 基 函 数 ， 即 


= 
hs,(t) -人 】 (10-43 ) 
式 中 ，a、2 均 为 常数 ， 且 a>0。a 称 为 尺度 因子 ,4 称 为 移 位 因子 。 显 然 , hh, , (1) 是 基本 
小 波 函 -on 先 做 移 位 再 做 伸缩 后 所 得 到 的 函数 。 随 着 c、4 取 不 同 值 ， 就 得 到 了 一 族 小 


波 函 数 记 ，(?) 。 移 位 因子 b 的 作用 是 确定 对 信号 x(1) 分 析 的 时 间 中 心 ， 尺 度 因子 a 的 作用 
是 将 基本 小 波 函 数 有 (1) 进行 压缩 或 扩展 。 当 尺度 因子 a <1 时 ， 吕 二 寺 示 在 时 域内 将 AD) 

















压缩 ， 而 当 尺度 因子 a>1 时 ,4 (上) 表示 在 时 域内 将 h(1) 展 宽 。 这 样 ，a 和 1 的 联合 作用 


就 确定 了 h(t) 的 时 间 中 心 和 时 域 持续 范围 。h, ,(t) 作用 于 信号 x(t) 时 ,就 相当 于 对 信号 
加 上 了 一 个 时 间 中 心 和 持续 时 间 范 围 随 a、5b 变化 的 窗 函 数 。h, ,(t) 随 a 和 的 改变 对 基本 
小 波 函 数 h(t) 的 作用 如 图 10-9 所 示 。 








h(Dh 


I 


AD 











图 10-9 移 位 因子 和 尺度 因子 a 对 基本 小 波 函 数 h(1) 的 作用 
设 x(1) 为 二 次 方 可 积 信 号 ， 即 x(1) eL,， 则 x(1) 的 连续 小 波 变换 定义 为 


WT.(a,b) = J (ht,(t) dt (10-44) 


从 信号 空间 的 角度 来 看 ， 小 波 变换 可 以 看 作 是 信号 x(1) 和 由 基本 小 波 函 数 h(t) 经 过 
位 移 和 压缩 产生 的 一 族 小 波 基 函 数 h, ,(t) 的 内 积 。 


例 10-7 已 知 %(1) =ei%'， 基 本 小 波 函 数 为 h(t) =e-?e-i2'， 试 求 其 小 波 变换 。 


op 


解 : WT,(a,5) = [x(a)hr,()d: = 二 |eiore-( 且 Je-i05 gs 
| 本 | 


0 
Ob | 
= 1 [2 .i(%.0)g 





Va 
2 
1 让 /7 -(Y), 一 j 人 2 | 
[ Tae ] (a_n ) 
O1-a00 忆 3 ou 
= V2Tauwe > 


可 以 看 出 ，WT,(a, 5b) 分 布 与 6 无关， 这 也 符合 x(1) = ei%' 的 特征 ， 其 波形 是 持续 无 




















202 数字 信号 处 理 及 其 应 用 























0 (02 
穷 区 间 的 ， 与 时 间 中 心 的 取 什 无 关 。 当 a = 万 时 ，| WT,(a， 6) 取得 最 大 值 二 ， 当 a 仿 元 


，| WT,(a, 5) | 迅速 衰减 ,体现 了 小 波 函 数 h(t) 对 x(t) 的 筛选 作用 。 
例 10-8 已 知 x(i) =6(i1-io)，,， 基 基本 小 波 函 数 为 h(1) =e-se -ia ， 试 求 其 小 波 变换 。 


和 1 ti-b .nN tb 
解 : WT (a,b) = | xd = | 6(t-t )e-( 曙 Je-io5di 
| ” a | ? 


=- 1-( 守 7 -io 和 

可 以 看 出 ，| WT,(a, 5) | 在 4b 等 于 t 时 有 一 个 峰值 ， de 
附近 衰减 越 快 ， 体 现 了 高 时 间 分 辨 率 ; 但 是 频率 分 辨 率 很 低 ， 这 是 因为 6(1 -io) 的 带宽 本 
身 是 无 限 的 。 

以 上 例子 可 以 看 出 ， 小 波 变换 只 要 适当 取 a 和 5 的 数值 ， 既 可 以 达到 比较 高 的 频率 分 辨 
率 ， 也 可 以 达到 比较 高 的 时 间 分 辨 率 。 由 于 不 确定 原理 的 约束 ， 不 可 能 同时 达到 很 高 的 时 间 
和 频率 分 辨 率 。 那 么 怎样 把 握 时 间 分 辨 率 和 频率 分 辨 率 相互 之 间 的 关系 呢 ? 这 就 需要 分 析 小 
波 变换 的 特点 。 

设 h(t) 的 健 里 叶 变 换 为 H(jQ)，hi,(t) 的 傅 里 叶 变 换 为 及 (ji2) ， 由 傅 里 时 变换 的 
性 质 有 





















































及 (0j2) =FLhe,(t)] =VaH" (jal) ei® (10-45) 
可 见 小 波 基 范 数 h2,(1) 中 的 移 位 因子 6 在 频 域 的 作用 体现 为 相 移 ， 而 比例 因子 a 在 频 域 仍 
然 体 现 了 比例 的 压缩 或 伸展 ， 但 是 和 时 域 中 的 作用 正好 相反 。 设 H(jQ) 的 频率 中 心 为 Du， 
带宽 为 AQ2， 则 H7,(jQ) 的 频率 中 心 为 0,/a， 带 宽 为 AQ/a， 这 样 ， 无 论 a(a >0) 为 多 
少 ， 其 带宽 和 中 心 频率 的 比值 不 变 ， 即 
带宽 _AQ/a _AN 
中 心 频率 [cc 人 

这 种 特性 被 称 为 是 小 波 变 换 的 恒 8 性质， 这 是 小 波 变 换 被 广泛 应 用 的 重要 原因 。 

其 次 ， 从 时 域 和 频 域 的 关系 来 看 ， 当 a >1 时 ,hi,(t) 时 域 展 宽 ，H2*,(jQ) 频 域 频带 
变 窄 ， 当 a <1 时 ,hi,(t) 时 域 变 窄 ，H7,(jQ) 频 域 频带 展 宽 , 但 是 ， 时 宽 和 带宽 的 乘积 
不 随 a 的 变化 而 改变 。 参 数 b 在 时 域 中 为 时 移 ， 在 频 域 中 为 相 移 。 

由 此 可 见 ， 小 波 分 析 通 过 尺度 因子 的 取 值 ， 可 以 得 到 不 同 的 频 域 分 辩 率 。 通 过 不 同 的 时 
间 尺 度 ， 实际 上 是 采用 不 同 的 频率 分 辩 率 来 分 析 非 平稳 信号 。 对 于 信号 变化 较 慢 的 部 分 ， 往 

往 信号 中 心 频率 较 低 ， 频 率 变化 范围 不 大 ， 这 时 要 求 频率 分 辨 率 比 较 高 。 小 波 分 析 通 过 增 大 
a， 使 得 时 间 尺 度 取 得 较 大 ， 而 频率 变化 范围 较 小 ， 中 心 频率 较 低 ， 可 以 较 准 确 地 分 析 该 段 
信号 的 频率 特性 。 对 于 信号 变化 比较 快 的 部 分 ， 对 时 间 分 辩 率 要 求 较 高 ， 而 频率 分 辨 率 要 求 
可 以 降低 ， 此 时 小 波 分 析 可 以 通过 减 小 a， 使 得 时 间 尺 度 范围 较 小 ， 而 覆盖 频率 范围 较 宽 ， 
可 以 较为 准确 地 分 析 信 号 随时 间 的 变化 特性 。 图 10-10 画 出 了 一 些 不 同 的 小 波 其 函数 及 时 频 
平面 对 应 的 示意 图 。 小 波 分 析 的 这 些 特点 使 得 对 于 信号 的 分 析 既 可 以 看 到 人 全貌， 又 可 以 观察 
到 细节 ,符合 人 们 分 析 实 际 信号 的 要 求 。 





(10-46) 












































第 10 章 ” 非 平稳 信号 的 时 频 分 析 和 小 波 分 析 初 步 ,203 














图 10-10 ”比例 因子 a 不 同 的 小 波 基 号 数 及 时 频 平面 对 应 的 示意 图 











10.4.2 几 种 基本 小 波 函 数 


哈 尔 (Haar) 小 波 


Haar 小 波 的 定义 为 
1 
下 : 0<:< 记 
h(t) = _] 1 pl (10-47) 
> 2 
0 其 他 


(人 


Haar 小 波 的 波形 如 图 10-11 所 示 。 可 以 看 出 ，Haar 小 波 函 数 具 
有 对 称 性 ， 同 时 又 具有 正 交 性 ， 其 取 值 仅 有 1 和 - 1， 计算 1 
简单 。 

Haar 小 波 的 傅 里 叶 变换 为 


及 CjO) =j sin? (#~ -2 (10-48) 








Sy 


-1 
2. 高 斯 小 波 
高 斯 小 波 由 一 个 基本 高 斯 也 数 得 到 ， 其 定义 为 


人 2 


h(t) =e 7 (10-49) 


图 10-11 Haar 小 波 的 波形 


























3. 墨西哥 草帽 小 波 
墨西哥 草帽 小 波 由 高 斯 小 波 求 二 阶 导 数 而 得 到 ， 其 定义 为 
h(t = 














(1 -2ye-Y (10-50) 





3 VT 
其 中 系数 的 选择 是 为 了 满足 归 一 化 条 件 


[OD = 人 从 = Dod=1 (10-51) 
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墨 丁 本 理由 这 0 心 轴 旋 转 所 得 到 的 三 维 曲面 酷似 墨西哥 草帽 


H(jQ) =2 jy ps (10-52) 


墨西哥 草帽 小 波 的 波形 如 图 10-12 所 示 。 

4. 莫 雷 特 ( Morlet) 小 波 

Morlet 小 波 是 最 常用 的 复 值 基本 小 波 函 数 ， 其 定 
义 为 








h(i) =e Tei (10-53) 

















其 傅 里 叶 变换 为 








(2-00)2 1 黑 西 哥 曹 帽 小 波 的 波形 
H(jQ) = V2me- 7 (10-54) 。 图 10-12 墨西哥 草帽 小 波 的 波 开 


10.4.3 ”小 波 反 变换 及 小 波 容许 条 件 
连续 小 波 变 换 是 将 一 维 信号 x(1) 等 距 映 射 到 二 维 的 尺度 -时 间 (a, 5) 平面 ， 其 自由 
度 明 显 增加 ， 但 这 也 带 来 一 个 问题 ， 即 由 连续 小 波 变 换 恢复 信号 的 重 构 公 式 不 是 唯一 的 。 这 
点 与 傅 里 叶 变 换 和 传 里 叶 反 变换 的 一 一 对 应 关系 是 不 同 的 。 
设 hs,(1) 的 傅 里 叶 变 换 为 8%,(jQ)， 由 式 (10-45) 有 
Ho,(j0) =FLht,(t) | =VaH" (jal)e® (10-55) 
根据 傅 里 叶 变 换 的 帕 斯 瓦 尔 公式 
| x(Dhes() d= XGD Hi ,i0) dn 


= | XG a" (jal2) ei dQ (10-56) 







































































或 
WT _ Va *¥ ( 。 jf2b 
a,b) = 痉 | XO H"* (jao)yeizd0 (10-57) 
因此 
FE wr a,b) Wr (a,b) Saas 
0 —% a 


I | M0) Lone [| ee 


se 


=- A DE GDH Gon) Hjaf)a 0 - pa 





ai- 4 |ao 





= 上 1 Xl (jQ) X27 (ji2) |H(jaQ) 2d02 


-去 厂 [ 人 dao0) | G0) x (0)a0 
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记 
本 二 | Me) La (10-58) 
则 有 
wr ab) wr asd) dds = 54 Xi0) Xs (G0) dn 
= | mwl) d (10-59) 
令 xi (tf) =x(t), x(t) =6(t-t)， 则 
wr (a6) = | Br -ome) = h(t) (10-60) 
OO | «(6 和 站 (10-61) 


将 式 (10-60)、 式 (10-61) 代入 式 (10-59)， 并 令 1 =t 有 


we a 网 -CO WT (a,b) dad (10-62) 


式 中 ，C, 由 式 (10-58) 决定 。 
式 (10-60) 就 是 由 小 波 变换 重 构 x(1) 的 公式 ， 称 为 小 波 反 变 换 。 式 (10-56) 也 称 为 小 
波 容许 条 件 。 由 小 波 容许 条 件 可 以 看 出 ， 小 波 函 数 的 傅 里 叶 变 换 满足 
H(j0) =0 





因此 

[ AWd=0 (10-63) 
这 说 明 h(1) 是 振荡 的 。 式 (10-63) 也 可 以 看 作 是 小 波 容许 条 件 的 另 一 种 表述 方式 。 
10.4.4 离散 小 波 变换 


所 谓 离 散 小 波 变换 ， 通 常 是 指 对 连续 小 波 变换 中 的 参数 c 和 ,4 进行 离散 化 ， 不 是 针对 时 
间 参 数 1 进行 的 ， 所 以 有 些 文献 称 为 连续 小 波 变换 的 离散 化 。 
通常 尺度 参数 a 离散 化 为 w=m(a >0, j=…, -2, -1,0,1,2,…), 平移 参数 5b 离散 化 





为 b=kabbo (bo >0,E=…, -2, -1,0,1,2,…)， 则 
h(t) =a0 ?th( adit ~ hbo) (10-64) 
Ws = no = aot {x(Dh* (agit ~ kbo) dt (10-65) 


为 使 小 波 变换 适应 人 们 对 非 平稳 信 号 分 析 的 要 求 ， 一 般 取 ao =2，56 =1， 则 
h(t) =2 -2h(2 7 -hk) (10-66) 
式 (10-66) 称 为 二 进 制 小 波 ， 其 离散 化 二 进 制 小 波 变换 为 
BT = rnd = 2 二 | (CDOi7 (27 -A)dt (10-67) 


一 oo 一 oo 
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由 离散 小 波 变换 重 构 信号 的 公式 为 


1 三 拟 . 
x(t) = 天 > > h(t) WT (j,k) 
j=-%wh=-% 
2 -二 oo oo 
= 之 Eh A) WE) (10-68) 
J]=-%h=-% 


式 中 ，C 为 与 信号 无 关 的 常数 。 

通过 改变 j， 可 以 改变 对 信号 观察 的 精细 程度 。j =0 时 ，a = 20 =1， 这 相当 于 不 改变 比 
例 ， 对 原始 信号 进行 观察 。 当 需要 观察 信号 频率 特性 的 细节 时 ， 可 以 增 大 j， 这 样 对 频率 间 
隔 减少 ， 而 时 间 的 间隔 就 越 大 ， 就 相当 于 将 信号 的 观察 时 间 延 长 以 细致 观察 频率 特性 ; 如 果 
要 观察 快 变 信号 的 时 间 特 性 细节 时 ， 可 以 减 小 j， 这 时 对 频率 特性 的 间隔 增 大 ， 而 时 间 间 隔 
减少 ， 对 频率 特性 的 观察 就 粗 一 些 。 这 样 ， 通 过 增 大 j 可 以 达到 对 任 一 时 刻 的 信号 频率 特性 
细节 的 观察 ， 而 减 小 j 可 以 达到 对 任 一 时 刻 的 信号 时 间 特 性 细节 的 观察 。 正 是 由 于 这 个 特 
点 ， 小 波 变换 被 称 为 数学 显微镜 。 


























本 章 小 结 


本 章 介 绍 了 非 平稳 信号 的 特点 ， 指 出 了 和 采用 传 里 叶 变换 分 析 非 平稳 信号 的 局 限 性 ， 介 绍 
了 信和 号 时 宽 与 带宽 之 间 的 约束 关系 一 一 不 确定 原理 ， 不 确定 原理 指出 人 们 不 可 能 同时 得 到 任 
意 准确 度 的 时 域 分 辨 率 和 频 域 分 辨 率 ， 是 分 析 非 平稳 信号 的 基本 依据 。 作 为 非 平稳 信号 时 频 
分 析 的 入门 内 容 ， 本 章 简单 介绍 了 短 时 伟 里 叶 变 换 的 基本 概念 ， 介 绍 了 Wigner 分 布 的 定义 、 
基本 性 质 和 应 用 。 对 小 波 变换 ， 限 于 篇 幅 主要 介绍 了 小 波 变换 的 定义 和 特点 、 几 种 基本 小 波 
函数 、 小 波 反 变换 及 容许 条 件 及 离散 小 波 变 换 等 内 容 ， 作 为 小 波 分 析 的 入 门 ， 为 读者 进一步 
阅读 相关 文献 打下 初步 基础 。 






































习 题 

















10-1 已 知 x(D) =eio +5( 0)， 窗 函数 w(i- z =e 和 ”， 试 求 短 时 傅 里 叶 变换 。 
10-2 若 x(1t) 同 习题 10-1， 而 窗 函 数 为 

1 |i-t|<7/2 

0 =-rl>72 





W( 一 T) = 














试 求 短 时 伟 里 叶 变 换 。 
10-3 已 知 某 信号 为 两 个 复 指数 信号 及 冲 激 信号 之 和 ， 即 
x(1) =4ei2 +PBei2 + V2 m6(t -to) 
试 求 其 魏 格 纳 分 布 ， 并 分 析 其 交叉 项 的 特点 。 
10-4 ” 求 和 矩形 脉冲 











_ 1 |i-7t|<7 
SD | 间 六 人 
的 魏 格 纳 分 布 。 
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10-5 已 知 x(t) 的 魏 格 纳 分 布 为 取 ( 2)，7y(b 的 魏 格 纳 分 布 为 W(t，Q2)， 试 
证 明 


W,(1,0) =W,(1,0) * W,(1,0) 
其 中 ，* 表示 频 域 卷 积 。 
10-6 已 知 x(t) =ei%'+6(1 一 6)， 基 本 小 波 函 数 为 h(i) = e-:e-io:， 试 求 其 小 波 
换 。 


10-7 已 知 x(t) =cosCt+6(G 一 th)， 基 本 小 波 函 数 为 h(t) = (1 -fe-Y, 试 求 
0 0 人 


并 





其 小 小 变换 。 





nm 
本 mm iD 于 








参考 文献 

















] AV 奥 本 海 姆 ，R W 谢 弗 . 离散 时 间 信 号 处 理 [ M] . 黄建国 ， 刘 树 党 , 译 . 北京 : 科学 出 版 社 ，1998. 
] 胡 广 书 . 数字 信号 处 理 一 一 理论 、 算 法 与 实现 [Mj]. 2 版 . 北京: 清华 大 学 出 版 社 ，2003. 

] 胡 广 书 . 现代 信号 处 理 教程 [M]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，2004. 

] Phillips C L, Parr J M, Riskin E A. Signal. Systems and Transforms [ M]. 4th ed. Upper Saddle River, NJ: 














Prentice Hall ，2008. 


] Cooley J W, Tukey JW. An Algorithm for the Machine Computation of Complex Fourier Series [J]. Mathemat- 


ics of Computation ，1965(4) : 297 —301. 


] Duhamael P, Vetterli M. Fast Fourier Transform: A _ Tutorial Review and A State of The Art[ J] . Signal Pro- 


cessing, 1990(19).: 259 —299. 


[7] 张 贤达 . 信号 分 析 与 处 理 [M]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，2011. 

[8] 张 贤达 . 现代 信号 处 理 [M]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，1995. 

] 张 贤达 ,， 保 铮 . 非 平稳 信号 分 析 与 处 理 [M]. 北京 : 国防 工业 出 版 社 ，1998. 

] 王 炳 和 . 现代 数字 信号 处 理 [M]. 西安 : 西安 电子 科技 大 学 出 版 社 ，2011. 

] Petre Stoica，Randolph L Moses. 现代 信号 谱 分 析 [M]. 吴 仁 彪 ， 韩 萍 ， 冯 青 ， 等 译 . 北京 : 电子 工业 


























出 版 社 ，2012. 


] Mallat S. A Wavelet Tour of Signal Processing [ M]. Washington, DC.: Academic Press, 1999. 

] 沈 凤 腾 ， 叶 中 付 ， 钱 玉 美 . 信号 统计 分 析 与 处 理 [M]. 合肥 : 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 ，2001. 

] 杨 福生 ,高 上 凯 . 生物 医学 信号 处 理 [ M]. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，1989. 

] 谢 凤 英 . 数字 图 像 处 理 及 应 用 [M]. 2 版 . 北京 : 电子 工业 出 版 社 ，2014. 

] 赵 力 . 语音 信号 处 理 [Mj]. 北京 : 机 械 工业 出 版 社 ，2015. 

] 罗技 避 ， 程 桂 芬 . 随机 信号 处 理 与 控制 基础 [M]. 北京 : 化 学 工业 出 版 社 ，2002. 

] 潘 仲 明 . 随机 信号 与 系统 [M]. 北京 : 国防 工业 出 版 社 ，2013. 

] 杨 福生 .小波 变 换 的 工程 分 析 与 应 用 [M]. 北京 : 科学 出 版 社 ，2000. 

] Dick Blanford，John Parr. 数字 信和 号 处 理 及 MATLAB 仿真 [M]. 陈 后 金 ， 李 居 朋 ， 姚 畅 ， 等 译 . 北京 : 















































机 械 工 业 出 版 社 ，2015. 

















] 郑 君 里 ， 应 启 铺 ， 杨 为 理 . 信号 与 系统 : 上 册 [M]. 2 版. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，2000. 








0 
. 


BllelllelINlelele| Processing elaie 
ae]elllelellle)la 


地 址 : 北京 市 百 万 庄 大 街 22 号 

邮政 编码 : 100037 

电话 服务 

服务 咨询 热线 : 010-88379833 

读者 购书 热线 : 010-88379649 

网 络 服务 

机 工 官网 : www.cmpbook.com | 机 工 教育 微 信服 务 号 

weibo.com/cmp1952 
育 服务 网 : www.cmpedu.com 

金 书 网 : www:golden=book.com ISBN 978-7-111-58396-7 


封面 无 防伪 标 均 为 盗版 | 策划 编辑 @ 王 雅 新 / 封面 设计 @ 张 静 定价 : 34.00 元 


ISBN 978-7-111-58396-7 





2 7187111 I 





